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１．はじめに

これまでに，張力をもたない弦（無張力弦）の作
用としていくつかの形式の作用が提案されてい
る １） －５）。特に，作用の時空共形対称性を明白にす
るために，時空の共形変換のもとで線形に変換する
力学変数を採用した形式として次の２つがある。１
つ目は，d次元時空における無張力弦を，余剰次元
成分を含む d＋2次元ベクトルで記述する形式であ
る４）。この形式で表される無張力弦は共形弦と呼ば
れる。共形弦を量子化する際には臨界次元が４次元
となる真空が存在するが，余剰次元成分が特別視さ
れるため，系の明白な共形共変性は損なわれる６）。

２つ目は，ツイスター理論における基本変数であ
るツイスターを力学変数とする形式である。ツイス
ター形式では余剰次元成分を必要としないが，記述
できる無張力弦は４次元時空の場合に限られる。こ
の事情と先述の共形弦の真空の性質を鑑みると，ツ
イスター形式の作用に基づいて４次元時空における
無張力弦を量子化した際に，量子異常を生じさせず
明白な共形共変性も保持する真空が選べるかどうか
を考察することは興味深い。
ツイスター形式の作用は世界面パラメータの付け
替えとツイスター変数に関する局所位相変換のもと
での不変性をもつ。そのため，この作用に基づく無
張力弦の正準量子化の方法として，これらのゲージ
自由度を固定する方法としない方法の２通りが考え
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られる。前者と関連して，ゲージを部分的にゲージ
固定する場合の正準形式５）や，ゲージを完全に固定
する BRST量子化７），８）が既に論じられている。一
方，ゲージ固定を伴わない正準形式とそれに引き続
く正準量子化はまだ考察されていない。
本稿の目的は，ゲージ固定を伴わない正準量子化

の準備として，文献５）で与えられたツイスター形
式の作用に基づいた無張力弦の正準形式を，ゲージ
固定条件を課すことなく構成することである。具体
的には，まず，拘束系に関するディラックの処方に
従い，正準形式における全ての拘束条件を導き，そ
れらを第１類と第２類に分類する。第２類拘束条件
はディラック括弧を定義するために用い，これをも
とに第１類拘束量同士が成す代数を計算する。加え
て，先述のゲージ変換の生成母関数を同定すること
でラグランジュ形式との対応を確認する。

２．ツイスターで表された無張力弦の作用

ツイスター変数を用いて表される無張力弦の作用
は次式で与えられる５）：

S＝∫dξ0dξ1L， （1）

L＝
i
2（

Z－A Z
・A－ZA

 Z
－

A
・
）＋

i
2
λ（Z－A Ź

A－ZA
 Z
－

Á）

　 ＋ ρZ－A Z
A． （2）

ここで（ξi）＝（ξ0，ξ1）≔（τ，σ）は世界面のパラメータ
であり，・＝∂ / ∂ξ0，́＝∂ / ∂ξ1 である。また，ZA（ξ）（A
＝0, 1, 2, 3）はツイスター変数，Z－A（ξ）は双対ツイス
ター変数，ρ（ξ）は世界面上の U（1）ゲージ場，λ（ξ）
は補助場である。作用（1）は，ZA，Z－Aに関する SU（2, 
2）変換

ZA → UA
B ZB，　Z－A → U－A

B Z－B （3）
のもとで不変である。但し，UA

B，U－A
B∈SU（2, 2）は

定数行列である。
世界面パラメータξiの付け替え
δξi＝－εi（ξ）　（｜εi｜≪ 1） （4）

のもとで，力学変数 ZA，Z－A，λ，ρは

δε Z
A＝εi∂i Z

A＋ 12（
έ1－έ0 λ）ZA， （5a）

δε Z
－

A＝εi∂i Z
－

A＋
1
2（
έ1－έ0 λ）Z－A， （5b）

δε λ＝εi∂i λ＋（ε・0－έ1）λ－ε・1＋έ0 λ2， （5c）
δε ρ＝εi∂i ρ＋（ε・0＋έ0 λ）ρ （5d）

と変換する。また，局所 U（1）変換のもとでは，
δθ Z

A＝iθZA， （6a）

δθ Z
－

A＝－iθZ－A， （6b）
δθ λ＝0， （6c）
δθ ρ＝θ

・＋λθ́　 （6d）
と変換する。ここで，実関数θ＝θ（ξ）は無限小の
変換パラメータである。作用（1）は，世界面パラメー
タの付け替え（4），（5）と局所 U（1）変換（6）のもとで
不変である。
以下で，これらのゲージ不変性に関するゲージ固
定条件を課すことなく，作用（1）に基づく正準形式
を構成する。

３．正準形式

3.1　拘束条件の導出と分類
式（2）より，正準座標 ZA，Z－A，λ，ρに共役な運
動量 PA，P－A，Pλ，Pρはそれぞれ次のように求まる：

PA≔
∂L
∂Z・A ＝

i
2

Z－A ， （7a）

P－A≔
∂L
∂Z－A
・ ＝－ i

2
ZA， （7b）

Pλ≔
∂L
∂λ・ ＝ 0 ， （7c）

Pρ≔
∂L
∂ρ・
＝ 0 ， （7d）

正準座標 qI≔（ZA，Z－A，λ，ρ）と共役運動量 PI ≔（PA，P－A，
Pλ，Pρ）の関数 f，g間の同時刻ポアソン括弧は

｛ f（σ），g（σ~）｝P≔∫dσ（́ ∂f（σ）
∂qI（σ´） 

∂g（σ~）
∂pI（σ´）

 － ∂f（σ）
∂pI（σ´）

 ∂g（σ
~）

∂qI（σ´））　（8）
と定義される。これより基本ポアソン括弧は
｛ZA（σ），PB（σ~）｝P＝ δ A

B δ（σ－σ~）， （9a）
｛Z－A（σ），P－B（σ~）｝P＝ δ B

A δ（σ－σ~）， （9b）
｛ λ（σ），Pλ（σ~）｝P＝ δ（σ－σ~）， （9c）
｛ ρ（σ），Pρ（σ~）｝P＝ δ（σ－σ~） （9d）

となる。正準ハミルトニアン密度 HCは式（2）のル
ジャンドル変換として次のように求まる：

HC≔PA Z
・A＋P－AZ－A

・
＋Pλ λ

・＋Pρ ρ・－L

　 ＝－
i
2
λ（Z－A Ź

A－ZA
 Z
－

Á）－ρZ
－

A Z
A （10）

式（7）の共役運動量は正準座標のτ微分を含んでい
ないため，全て次のような１次拘束条件として扱わ
れる：

φA≔PA－
i
2

ZA ≈ 0 ， （11a）
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φ－A≔P－A＋ i
2

ZA ≈ 0 ， （11b）

φλ≔Pλ ≈ 0 ， （11c）
φρ≔Pρ ≈ 0 ． （11d）

ここで弱等号（≈）は，ポアソン括弧の計算を完了
した後に成り立つ等式であることを表す。１次拘束
条件（11）に関するラグランジュ未定係数 uA，u－A，
uλ，uρを導入し，全ハミルトニアン HTを次のよう
に定義する：

HT≔∫dσ（HC＋uAφA＋u－Aφ
－A＋uλφλ＋uρφρ）. （12）

任意の正準変数の関数 f（q，p）のτ発展は，正準方
程式

f・＝｛ f，HT｝P （13）
に従って決定される。
拘束条件が任意の時刻（τ）で成立するためには拘
束量のτ発展が弱等式の意味で０とならなければな
らない（整合性の条件）。式（9），式（12），式（13）
より，１次拘束条件（11）に関する整合性の条件が次
のように得られる：

φ・A＝－iλZ
－

Á＋（ρ－ i
2
λ́）Z－A－iu－A ≈ 0 ， （14a）

φ－A
・ ＝ iλŹA＋（ρ＋ i

2
λ́）ZA＋iuA ≈ 0 ， （14b）

φ・A＝
i
2（

Z－A Ź
A－ZA

 Z
－

Á） ≈ 0 ， （14c）

φ・ρ＝ Z－A Z
A ≈ 0 ． （14d）

式（14a）と式（14b）から，u－Aと uAが次のようにそれ
ぞれ決定される：

u－A ≈－λZ－Á－i（ρ－ i
2
λ́）Z－A， （15a）

uA ≈－λŹA＋i（ρ＋ i
2
λ́）ZA． （15b）

式（14c）と式（14d）は，ラグランジュ未定係数を含ん
でおらず，また１次拘束条件の線形結合にもなって
いないため，２次拘束条件

ℛ≔
i
2（

Z－A Ź
A－ZA

 Z
－

Á） ≈ 0 ， （16a）

𝒮≔Z－A Z
A

 ≈ 0  （16b）
を与える。式（15）を用いると，ℛ・ と 𝒮・は両者とも
２次拘束条件の線形結合になることが示せる。した
がって整合性の条件ℛ・ ≈ 0，𝒮・≈ 0 は自動的に満た
されて，これ以上新たな拘束条件は現れない。また，
ラグランジュ未定係数 uλ，uρは未定のまま残される。
以上で得られた拘束条件
（φA，φ

－A，φλ，φρ，ℛ，𝒮） ≈ 0  （17）

を第１類と第２類に分類する。そのために，全ての
拘束量φA，φ

－A，φλ，φρ，ℛ，𝒮の間のポアソン括
弧を求めると，０でないものとして次式が得られ
る：
｛φA（σ），φ

－B（σ~）｝P＝－iδ B
A δ（σ－σ~）， （18a）

｛ℛ（σ），φB（σ~）｝P＝－iG－B（σ）δ（σ－σ~）， （18b）
｛ℛ（σ），φ－B（σ~）｝P＝ iGB（σ）δ（σ－σ~）， （18c）
｛𝒮（σ），φB（σ~）｝P＝ Z－B（σ）δ（σ－σ~）， （18d）
｛𝒮（σ），φ－B（σ~）｝P＝ ZB（σ）δ（σ－σ~）， （18e）

ただし，GA（σ），G－A（σ）は微分演算子

GA（σ）≔ 12（ŹA（σ）－ZA（σ）
∂
∂σ）， （19a）

G－A（σ）≔
1
2（Z－Á（σ）－Z－A（σ）

∂
∂σ） （19b）

である。式（18）にはデルタ関数の偏導関数（∂ / 
∂σ）δ（σ－σ~）が含まれているため，式（17）の組に基づ
いた分類は不便である。そこで，拘束条件の線形結
合として

ℛ~ ≔ℛ＋GAφA＋G－Aφ
－A ≈ 0 ， （20a）

𝒮~≔𝒮＋iZAφA－iZ－Aφ
－A ≈ 0 （20b）

を取り，式（17）のℛをℛ~ に，𝒮を 𝒮~ に置き換え
た組
（φA，φ

－A，φλ，φρ，ℛ~，𝒮~） ≈ 0  （21）
に基づいた分類を考える。式（18），式（19），式（20）
を用いると，φA，φ

－A，φλ，φρ，ℛ~，𝒮~ の間のポア
ソン括弧は
｛φA（σ），φ

－B（σ~）｝＝－iδ B
A δ（σ－σ~） （22）

となることが確かめられる。他のポアソン括弧は０
となる。このことから，式（21）の拘束条件のうち，
（φλ，φρ，ℛ~，𝒮~） ≈ 0 （23）

は第１類に分類され，残りの
（φA，φ

－A） ≈ 0 （24）
は第２類に分類される。この分類の結果は，式（12）
で導入されたラグランジュ未定係数のうち uλ，uρが
未定のまま残され，uA，u－Aが決定されたことと整合
している。

3.2　ディラック括弧
いま，第２類の拘束量をφa≔（φA，φ

－A）とラベル
付けし，関係｛φa（σ），φb（σ~）｝＝Cab δ（σ－σ~）により行
列 Cabを定義する。そして Cの逆行列

C－1＝［（C－1）ab］＝ 
02×2　－iδA

B

iδA
B　 02×2

 （25）

を用いて，ディラック括弧｛ ， ｝Dを
｛ f（σ），g（σ~）｝D
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≔｛ f（σ），g（σ~）｝P－∫dσ｛́ f（σ），φa（σ´）｝P

　×（C－1）ab｛φb（σ´），g（σ~）｝P （26）
と定義する。式（25）と式（26）から，正準変数間の０
でないディラック括弧が次のように得られる：

｛ ZA（σ），PB（σ~）｝D＝
1
2
δ A

B δ（σ－σ~）， （27a）

｛ Z－A（σ），P
－

B（σ~）｝D＝
1
2
δ B

A δ（σ－σ~）， （27b）

｛ ZA（σ），Z－B（σ~）｝D＝－iδ A
B δ（σ－σ~）， （27c）

｛ λ（σ），Pλ（σ~）｝D＝ δ（σ－σ~）， （27d）
｛ ρ（σ），Pρ（σ~）｝D＝ δ（σ－σ~）． （27e）
一般に，ディラック括弧を使う限りは第２類拘束

条件は強等式として成立するため，いまの場合，式
（24）に対応する強等式として次式が成り立つ：

φA＝ PA－
i
2

Z－A＝ 0 ， （28a）

φA＝ P－A＋ i
2

ZA＝ 0 ． （28b）

実際，上式と式（27a）－（27c）とは整合的である。
よって，ZAと Z－Aは互いに共役な変数の組とみるこ
とができる。また，式（20）と式（28）より，第１類拘
束量ℛ~，𝒮~ は，

ℛ~ ＝ℛ，　𝒮~ ＝ 𝒮 （29）
に帰着する。式（16）と式（27）より，第１拘束量φλ，
φρ，ℛ，𝒮の間の０でないディラック括弧は

｛ℛ（σ），ℛ（σ~）｝D＝（ℛ（σ）＋ℛ（σ~））
∂
∂σ

δ（σ－σ~）， （30）

｛𝒮（σ），ℛ（σ~）｝D＝𝒮（σ~）∂
∂σ

δ（σ－σ~）， （31）

｛𝒮（σ），𝒮（σ~）｝D＝ 0 （32）
と求まり，ℛ，𝒮は閉じた代数を成すことがわかる。
また，全ハミルトニアン（12）は，式（10），（16），（28）
より，

HT＝∫dσ（－λℛ－ρ𝒮＋uλφλ＋uρφρ） （33）

となる。式（33）と式（27）より，ZA，Z－A，λ，ρの正準
方程式 f・＝｛ f，HT｝Dが次のように得られる：

Z・A＝－λŹA＋i（ρ＋ i
2
λ́）ZA， （34a）

Z－A
・
＝－λZ－Á－i（ρ－ i

2
λ－́）Z－A， （34b）

λ・＝ uλ，　ρ・＝ uρ． （34c）

3.3　ゲージ変換の生成母関数
世界面パラメータの付け替え（5）に関する生成母

関数 Gεと局所 U（1）変換（6）に関する生成母関数 Gθ

は
Gε≔G Z

ε＋Gλ
ε＋Gρ

ε， （35）
Gθ≔G Z

θ＋Gρ
θ （36）

と与えられる。但し，

G Z
ε ≔∫dσ｛（ε1－ε0λ）ℛ－ε0ρ𝒮｝， （37a）

Gλ
ε ≔∫dσ｛ ε0uλ＋ε1λ́＋（ε・0－έ1）λ

　　　　  －ε・1＋έ0λ2 ｝φλ， （37b）

Gρ
ε ≔∫dσ（ε0uρ＋ε1ρ́＋ε・0ρ＋έ0λρ）φρ， （37c）

G Z
θ ≔∫dσ θ𝒮， （37d）

Gρ
θ ≔∫dσ（θ・＋θ́λ）𝒮 （37e）

である。実際，正準方程式（34）と式（27）を用いれば，
δε Z

A＝｛ZA，Gε｝D，　δε Z
－

A＝｛Z－A，Gε｝D， （38）
δε λ＝｛ λ，Gε｝D，　   δε ρ＝｛ ρ，Gε｝D， （39）
δθ Z

A＝｛ZA，Gθ｝D，    δθ Z
－

A＝｛Z－A，Gθ｝D， （40）
δθ λ＝｛ λ，Gθ｝D，　   δθ ρ＝｛ ρ，Gθ｝D， （41）

が成り立ち，世界面パラメータの付け替えと局所変
換が適切に生成されることが確かめられる。
こうして，作用（1）に基づく無張力弦のラグラン
ジュ形式と等価な正準形式が構成できたことがわか
る。

４．結論

本稿では，ツイスター形式の作用（1）によって記
述される無張力弦の正準形式を，ゲージ固定条件を
課さずに構成した。ディラックの処方に従い全ての
拘束条件を導出し，それらを第１類（23）と第２類
（24）へと分類した。第２類拘束量からディラック括
弧（26）を構成し，第１類拘束量ℛ，𝒮が成す代数
（30）－（32）を求めた。加えて，世界面パラメータの
付け替えと局所 U（1）変換に関する生成母関数（35）
と（36）をそれぞれ具体的に与えた。
今後の課題として，ここで構成した正準形式をも
とに無張力弦の正準量子化を実行し，その結果と従
前の BRST量子化の結果 ７），８）の整合性を検討する
ことが挙げられる。
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