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1. はじめに 
面を変形させずに折線部分の回転のみで折

ることのできる折紙を剛体折紙とよび，その変

形機構を剛体折りメカニズムとよぶ。剛体折紙

は人工衛星の太陽光パネルや建築物の可動式

外装など幅広い分野で応用されている1)。 
剛体折紙の工学的応用において，その変形メ

カニズムを把握し，制御することは非常に重要

であり，様々な解析手法が提案されている2)。

特に，全ての面が同一平面上にある平坦状態は，

剛体折りメカニズムの変形自由度が増加し，分

岐を生じるメカニズムの特異点である場合が

多い3, 4)。そのため，変形の制御が困難になり，

予期せぬ変形を生じる可能性がある。平坦状態

は折紙を応用した構造の典型的な折り状態の

一つであり利用される場面が非常に多いため，

平坦状態での剛体折りメカニズムの分岐を把

握するための精緻な解析が不可欠である。 
本研究では，平坦状態における剛体折りメカ

ニズムの分岐現象を2次の微小変形メカニズム

の理論4, 5)を用いて解析する。解析には辺と面

の対角線に沿って配置された棒部材を頂点で

ピン接合したFig.1に示すトラスモデル4)を用

い，いくつかの例について平坦状態以外で接続

しない分岐した剛体折り経路（空間）を示す。 
 

 
Fig.1 トラスモデルで表されたミウラ折り 

 
2. トラスモデルの微小変形メカニズム 
トラスモデルの部材数，節点数をそれぞれ

m , nとおき，部材 i の初期長を il  ( 1, ,i m=  ), 
節点 j の位置ベクトルを 3

j ∈x   ( 1, ,j n=  )
とする。部材 i の端部節点が節点 j , k のとき，

折り過程で部材 i が変形しないために jx , kx に

課される条件を部材 i のグリーンのひずみを
2
il 倍した量 ( , )i j kc x x を用いて以下のように定

式化する4)。 

 ( )2 21( , ) 0
2i j k j k ic l= =− −x x x x  (1) 

全節点の位置ベクトルをまとめたベクトルを

( )T 3T T
1

n
n= ∈X x x 


とおく。また，式(1)の ic を

全部材についてまとめたベクトルを X の関数

として ( )T
1( ) ( ) ( ) m

mc c= ∈C X X X  とおく。

剛体折紙は折り過程で面が変形しないため，

X は以下の適合条件式を満たす。 

 ( ) =C X 0  (2) 

式(2)は節点座標に関する連立2次方程式で

あり，解析解を得るのは一般に困難なため，

( )C X の級数展開を用いた微小変形メカニズム

を用いる。X を経路パラメータ t の関数 ( )tX と

みなし，X の t に関する一階，二階導関数をそ

れぞれ ( )t′X , ( )t′′X とおく。以下では 0t = まわ

りでの級数展開を考え， 0 (0)=X X , 0 (0)′ ′=X X ,
0 (0)′′ ′′=X X とおく。 0( ) =C X 0 とすると，

( ( ))tC X の級数展開は以下のようになる。 
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X , 0′X の第 j 成分をそれぞれ jX , 0, jX ′ とおくと，
(1)
0Γ , ( )(2) 3

0 0
m n×′ ∈Γ X  の ( , )i j 成分はそれぞれ

0i j t
c X

=
∂ ∂ , 3 2

0,1 0

n
k i j kk t

X c X X
= =

′ ⋅∂ ∂ ∂∑ である。

式(3)右辺の t の1から N 次の項の係数が全ての

0のとき，トラスモデルは N 次の微小変形メカ

ニズムを持ち，全ての次数の項の係数が0 のと

き，有限メカニズムを持つという。本稿で着目

するトラスモデルの2次の微小変形メカニズム

が存在する条件は，次式を満たす非自明な 0′X ,
0′′X が存在することである。 

 
( )

(1)
0 0
(1) (2)
0 0 0 0

′ =


′′ ′ ′+ =

Γ X 0

Γ X Γ X X 0
 (4) 

経路パラメータ t を時刻とみなすと， 0′X , 0′′X は

それぞれ 0t = での節点の速度と加速度である。 

−日本大学生産工学部第57回学術講演会講演概要（2024-12-14）−

ISSN 2186-5647

— 77 —

1-24



式(4)の第1式を満たす 0′ ≠X 0 が存在するの

は (1)
0Γ のランクが列数より小さいときであり， 

 (1)
03 rankf n= − Γ  (5) 

を不安定次数とよぶ。 1f ≥ のとき， 

 (1)
0 i =Γ ξ 0  ( 1, ,i f=  ) (6) 

を満たす線形独立なベクトル 3
1, , n

f ∈ξ ξ  が

存在し，微小変形メカニズムモードとよばれる。

式(4)の第1式を満たす 0′X は T
1( , , )fa a=a  を

係数ベクトルとして以下のように表現できる。 

 

0 1 1

1

1

f f

f

f

a a

a

a

′ = + +
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=
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
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ここでは，トラスモデルの支持条件を考慮しな

いため， 1, , fξ ξ は6自由度の剛体変位自由度

を常に含んでいる。よって，以下では 7f ≥ を

仮定し，簡単のため 1 6, , f −ξ ξ を剛体変位以外

に対応するモード，その他を剛体変位に対応す

るモードとする。このとき，式(6)の 1 6, , fa a −

のうち少なくとも1つが非ゼロのものを非自明

な 0′X とよぶ。一方， (1)
0Γ の行数とランクの差 

 (1)
0ranks m= − Γ  (8) 

を不静定次数とよぶ。 1s ≥ のとき， 

 (1)T
0 i =Γ ω 0  ( 1, ,i s=  ) (9) 

を満たす線形独立なベクトル 1, , m
s ∈ω ω  が

存在し，式(8)は外力が無い状態でのトラスモ

デルの各節点での力の釣合式を表している。式

(1), (8)より iω の各成分は部材の軸力密度（軸

力を初期長で割ったもの）を表しており， iω を

自己釣合軸力密度モードとよぶ。式(4)の第1式
を満たす非自明な 0′X に対して式(4)の第２式

を満たす 0′′X が存在するのは，すべての iω に対

して 0′X が次式を満たすときである。 

 T (2)
0 0 0( ) 0i ′ ′ =ω Γ X X  ( 1, ,i s=  ) (10) 

式(9)は以下のように a に関する斉次2次方程

式に変形できる。 

 T 0i =a Q a  ( 1, ,i s=  ) (11) 

ただし， f f
i

×∈Q  は， iω の第 j 成分を ,i jω と

したとき，以下のように計算される行列である。 
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  (12) 

 
3. トラスモデルのメカニズムの分岐 

xy 平面上の平坦なトラスモデルの微小変形

メカニズムの解析を行う。式(6)，(7)を満たす

微小変形メカニズムモードと自己釣合軸力密

度モードを適切に与え，式(11)を満たすa の解

を求め，剛体折りメカニズムの分岐を示す。 
 
3.1. ミウラ折りモデル 
 

 
Fig.2 平坦なミウラ折りのトラスモデル 
（太破線は四辺形面の対角線方向の部材， 
四隅の細点線は省略した四辺形の一部） 

 
Fig.2に示す xy 平面上のミウラ折りのトラ

スモデルを解析する。本来ミウラ折りは四辺形

のみからなるが，四隅の頂点はメカニズムに影

響しないため，ここでは省略する。剛体変位を

除くと9個の微小変形メカニズムモードが存在

し，その節点変位をFig.3のようにとる。図中

の矢印は z 軸方向の変位を表し，いずれも大き

さは1である。一方，自己釣合軸力密度モード

はFig.4のようにとり，図中の数字は各部材の

軸力密度を表す。このとき，2次の微小変形メ

カニズムの存在条件式は以下のようになる。 
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式(13)は b または 1b , 2b を任意の変数として以

下のように解ける。 

 

( )
( )
( )
( )
( )

1 2 3 4 5 6 7 8 9

1 1 2 2

, , , , , , , ,

0, , , 0, 0, 0, 0, , ,

0, , , 3 , 0, 3 , 0, , ,

0, , , 0, 3 , 0, 3 , , ,

0, , , 3 , 3 , 3 , 3 , ,

a a a a a a a a a

b b b b

b b b b b b

b b b b b b

b b b b b b b b

=

− −

− − − −

− − − −

 (14) 

よって，Fig.2の折線パターンは平坦状態から1
種類の2自由度の経路（Path 1）または3種類

の1自由度の経路（Path 2～4）のいずれかに

分岐する。式(14)の4個の解に対応する節点変

位はそれぞれFig.5のようになる。Path 1はx
軸方向の折り線のみが折られ，2個のモードの

合成によって表される。 
 

 
Fig.3 微小変形メカニズムモード 

（四辺形面の対角線方向の部材は省略） 
 

 
Fig.4 自己釣合軸力密度モード 

（数字を記入していない部材の軸力密度は0） 

 
Fig.5 分岐経路 

 
3.2. 渦巻き状ミウラ折りモデル 

 

 
Fig.6 渦巻き状ミウラ折り6 

 
伊藤ら6)が提案したFig.6に示す渦巻き状ミ

ウラ折りの解析を行う。3.1節と同様に四隅の

頂点を省略して，非自明の微小変形メカニズム

モードおよび自己釣合軸力密度モードをFig.7, 
8のようにとる。このとき，2次の微小変形メ

カニズムの存在条件式は以下のようになる。 
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(15) 

各自己釣合軸力密度モードでの部材の軸力密

度は数値計算で求めた。式(15)の第7式より

1 0a = であり， 2a を変数として残りの式を 2a 以

外の係数について解くと以下のようになる。 

( )
( )
( )

3 4 5 6 7 8 9

2

2

, , , , , ,

,1.37, 0.151, 0.571, 0.131, 1.16, 1.00, 1.86

1.37, 2.11, 5.96, 1.84, 12.1, 1.00, 1.86

a a a a a a a

a

a
− − − −

− −

  

(16) 

よって，Fig.6 に示す折線パターンは平坦状

態から 2種類の 1自由度の経路のいずれかに

分岐する。式(16)の 2 個の解に対応する分岐 
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Fig.7 微小変形メカニズムモード 

 

 
Fig.8 自己釣合軸力密度モード 

経路はそれぞれ Fig.9 のようになる。 
 

 
Fig.9 分岐経路 

 
4. 結論 
本稿では，平坦なミウラ折りと渦巻き状ミ

ウラ折りについて 2次の微小変形メカニズム

の存在条件式を解き，分岐経路を示した。こ

れらの例は同一の折り線の接続関係を持つが，

分岐経路の数と自由度が異なることを示した。 
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