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１ まえがき  

数値流体解析手法において，粒子法の一種

である MPS 法では流体の非圧縮性を満たす

ための圧力のポアソン方程式が構成され連立

方程式を解く必要がある．この連立方程式は

一般的に反復解法が用いられ，このときの疎

行列ベクトル積（ Sparse Matrix-Vector 

Multiplication; SpMV）の計算コストが最も

大きい．また疎行列ベクトル積では，演算量

よりもメモリアクセス量の方が大きいメモリ

律速な問題となるためメモリバンド幅の大き

い計算機システムが有効となる．このような

ことから CPU よりもメモリバンド幅の大き

い GPU を利用した計算が注目されている
(1) ,(2)．  

本研究では流体解析のための 3 次元 MPS

法による計算を行うため，GPU を用いて計

算コストの大きい疎行列ベクトル積の高速化

を行うことを目的とし，大規模計算への見通

しを立てることを目指す． 

 
２ MPS法によるポアソン方程式の構成 

非圧縮性粘性流体と仮定した流体の質量保

存則の連続の式及び運動方程式のナビエスト

ークス方程式を以下のように与える． 

圧力のポアソン方程式を組み立てるため，係数

行列には次のラプラシアンモデルを用いる． 

 

⟨𝛻2𝛷⟩i =
2𝑑

𝜆𝑛0
∑[(𝛷𝑗 −𝛷𝑖)𝜔(|𝑟𝑗 − 𝑟𝑖|)

𝑗≠𝑖

] 

 

となる．ここで分散の増加を解析解と一致させ 

るため，次元数𝑑，係数𝜆である． 

 

３ 疎行列の格納方法 

３-１.  ELLpack形式 

ELLpack形式のアルゴリズムについて述べ

る． 

 

𝐴 = [

4 0 0 1
0 2 0 0
2 0 6 3
0 1 0 5

] 

                            

ELLpack形式は行列データを2つの配列val

とcolindに格納する．rowMaxは行列Aの各行

の非零要素数の最大値を表す．倍精度配列val

の大きさはN×rowMaxの大きさとなる．行列

Aの各行の非零要素を列方向に沿って格納す

る．最初の列は各行の最初の非零要素数からな

る．格納する非零要素数がない場合，0を格納

するため，配列valは 

 

𝑣𝑎𝑙 = [

4 1 0
2 0 0
2 6 3
1 5 0

] colind = [

1 4 1
2 1 1
1 3 4
2 4 1

]  

 

となる．また，整数配列colindの大きさはN×

rowMaxの大きさとなる．配列valに格納され

た非零要素の列番号を格納する． 

4-2.  ELLpack-R形式 

ELLpack-R形式はELLpack形式を行と列を

入 れ 替 え た 形 と な る ． こ れ は

CRS(Comressed row storage)形式と同じと

なるが，CRSではゼロ成分を完全に除いて記

憶されるのに対し，ELLpack-R 形式では計

算量は CRS と同等であるが，記憶容量は

ELLpackと同等となる．最内ループでは行方

向へのアクセスとなり，CRS形式と同様にキ

ャッシュの効果が期待できるため，スカラ並

列計算機に向いている． 

図 1にELLpackのOpenMPコードを示す． 

ELLpackでは内側ループを並列化する． 
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図 2にELLpack形式でのCUDA化した

コードを示す．1 スレッド当たり出力ベク

トルの１要素に相当するものである． 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

図 1  SpMV with ELLpack（OpenMP） 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

図 2  SpMV with ELLpack（CUDA） 

 

４ ダムブレイク問題による検証 

本手法を3次元MPS法によるダムブレイク

問題に適用する．GPU計算の有効性を検討す

るため，CPUによる計算も行う． 

本研究の使用する計算環境は，GPU1は

Nvidia Tesla K40，GPU2はNvidia GeForce 

TITAN BLACK，CPU計算は  Intel Xeon 

E5-1650 V3 （6コア，12スレッド，L3-cache 

15MB）を用いる．CUDAバージョンは7.5を

用いる．演算時間CPUでは演算回数を粒子数

（未知数）×最大行数とし，GPUではゼロ成

分を除いた演算回数で，一回の疎行列ベクトル

積の時刻を平均から算出している．図3はダム

ブレイク問題の総粒子数269,205，圧力計算粒

子数が160,578において，時刻が0.4[sec]での状

態を示している．表１にCPUとGPUでの計算

結果を示す．表１より，粒子数の比較的小さい

計算ではCPUとの差が大きくないが，粒子数

が増えるに連れ，両者の差が顕著となり，GPU

の有効性がみられている． 

 

 
  

図3  3次元ダムブレイク問題 

 

 
表1 CPU/GPUの計算結果 

 

 
 

５．まとめ 

本研究では3次元MPS法をダムブレイク問

題に適用し，疎行列ベクトル積の性能について

検証した．疎行列の格納方法にELLpack形式

を 適 用 し ， CPU で は ELLpack 形 式 と

ELLpack-R形式を適用し，計算規模を変化さ

せ比較した．検証した結果，計算規模が大きい

とGPUの高速化が顕著に表れた結果となった．

しかしGPU計算においてはメモリバンド幅な

どまだピーク性能との差が見られることから，

さらにチューニングの余地があると思われる． 
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#pragma omp parallel 

{ 

#pragma omp for 

for (int i = 0; i < NA; i++) ax[i] = 0.0; 

for (int j = 0; j < rowMax; j++){ 

#pragma omp for 

#pragma simd 

for (int i = 0; i < NA; i++){ 

int ii = j*NA + i; 

int col = col_ind[ii]; 

ax[i] += a[ii] * x[col]; 

    } 

  } 

} 

 

unsigned int i = blockIdx.x * blockDim.x + 

threadIdx.x; 

if ( i < NA){ 

double tmp = 0.0; 

int rowNum = row[i]; 

for (int j = 0; j < rowNum; j++) { 

int ii = j*NA + i; 

int col = col_ind[ii]; 

tmp += a[ii] * x[col]; 

  } 

ax[i] = tmp; 

} 
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