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１． はじめに 

鋼構造骨組の弾塑性応力場に着目すると、応力

法は塑性化断面の相対変位に関する不連続性（図

１）に適合する断面力（合応力 m,n）を独立な未

知量として扱うことができる。したがって、材料

非線形問題の有力な解析手法であるが、幾何学的

非線形問題には不向きとされてきた１）。筆者は軸

方向力と剛体回転による連成項（図２の (p)
2n ）

を独立成分とする釣合式および、曲げ変形との連

成項（図３の p)n ）を考慮した構成式を定式化

し、節点変位の進行とともに各部材要素の座標系

を更新する幾何学的非線形解析を可能とした 2)～

4）。また、釣合式の解法に一般逆行列 5）、６）を用

いると、骨組の冗長性を表す基本量である不静定

余力が求まることを示した 7),8）。 

本研究では応力法が、不静定余力および初期ひ

ずみや温度変化によるひずみを扱うとき、弾塑性

崩壊解析上の魅力を秘めていることに着眼し、骨

組全体における釣合式および部材変形と節点変

位関係を表す適合行列の解法に一般逆行列を応

用するものである。 

本報告では前報 9）,10）に引き続き、変位法と同

様に、幾何学的非線形性を考慮した弾性解析を準

用する移動硬化型塑性ヒンジ法の定式化手法を

示す。なお、Baushinger 効果の理論的モデルと

しては Ziegler の修正硬化則を適用する。 

 

2. 基本関係式 

2.1 座標と記号および仮定事項 

全体座標と部材の局所座標は、何れも右手系と 

する。定式化に用いる記号は、小文字細字はスカ 
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図 1 断面の塑性変位成分( 0 , 0
u ) 
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図 2 軸方向力と部材回転の連成 (p)
2n （釣合式 

と構成式） 
 

 

図 3 軸方向力と曲げ変形の連成 (p)n （構成式） 

 

ラーを、小文字太字はベクトルを、大文字太字は

行列を表す。ベクトルおよび行列の転置は肩付き

添字 T で表す。なお、弾性状態の記号は上付添字

e を用い、断面の全塑性化状態の記号は上付添字

０で表す。増分記号はΔで表す。部材の力学的諸

量と幾何学的諸量は図２と図３および図４に示

す記号で表す。以下に主な記号を示す。 

(B)(A), ：部材の材端が接続する節点名の総称 

p)(N, の N ：単に部材の材端を表す印 
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(p)：部材名の総称 

p)(N, ：部材の独立な材端応力ベクトル 

（成分：図３の ,m p)(A, p)(B,m , (p)n ） 

p)(N, ：部材の材端変形ベクトル 

（成分：図３の ,p)(A, p)(B, , p)( ） 

：骨組全体の材端応力ベクトル（成分： p)N,( ） 

 ：骨組全体の変形ベクトル（成分： p)(N, ) 

p)(N,
0y ：塑性化断面の中立軸（図 1） 

p)(N,
0 ：塑性化断面の増分相対回転角（図１） 

p)(N,
0u ：塑性化断面重心点の増分伸縮変位 

：骨組全体の変位ベクトル（成分：図４の 

(N) ， A)(u , B)(u ） 

m：荷重ベクトル 

ｓ：材端応力の総数 

d ：変位の自由度 

D ：(d,s)型釣合行列 

(p)H ：部材の弾塑性柔性行列 

H ：(s, s)型弾塑性柔性行列（成分： (p)H ） 

0

GH ：弾塑性適合行列 

f：降伏条件式 

    ：降伏曲面中心点の総移動量(図５) 

c：ひずみ硬化係数 
 

本論の範囲における主な仮定事項は、次の通り

である。 

1） 一様断面を持つ直線材で構成された鋼構造 

平面骨組を解析対象として、骨組全体が不安定と

なる瞬間まで定式化する。 

2) 各増分間における区分的線形性を仮定して、 

Δ( )に関する２次以上の高次項を省略する。 

3) 荷重は比例載荷とし、節点荷重だけを考える。 

なお、部材の途中荷重を考慮した応力法は既に定

式化している 7）。 

2.2 基本事項 

2.2.1 骨組全体の増分型釣合式 

骨組全体に拡張した釣合式は、次式で表す 8）。 

mσD                    (1)       

ここに、 σ の部材成分は 

 T(p)(p)
2

p)(B,p)(A,p)(N, Δn,Δn,Δm,Δm   (2) 
 

である（図２と図３を参照）。 

 

 

 

 

 

 
 

図４ 部材の幾何学的諸量 

 

2.2.2 幾何学的関係式 

(1)式に対応する幾何学的関係式は次式で表せる。 

θDτ ΔΔ T                      (3) 

ここに、 τΔ の部材成分 p)(N,Δτ は、 

 T
(p)(p)

2
p)(B,p)(A,p)(N, Δ,Δ,Δ,Δ      (4) 

である。  の成分は各節点の節点角 (N) と変位

ベクトル N)(u である。 

2.2.3 構成式 

 と σ の関係は次式で表せる。 

σHτ                       (5) 

 ここに、弾塑性柔性行列H の弾性成分 (p)H はヤ

ング係数を E、断面積を (p)A 、断面二次モーメン

トを (p)I とすると、軸方向力 (p)n を考慮した弾性

曲線式より(6)式で表せる３）。 
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2.2.4 釣合式の一般解と変形の適合条件式 

 釣合式(1)の一般解 σ は特解を P
σ 、余解（荷

重 0m  の解：自己釣合応力）を C
σ とおくと、 

CP
σσσ             (8) 

ここに、釣合行列D のムーア・ペンローズ一般

逆行列を 
D とおくと、  
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特解： mDσ  P                  （9） 
 

1)( 


TT
DDDD  （）内は(d,d)型行列  (10) 

 

余解：   
GDDIσ )(C    (11) 

ここに、(s,s)型対称行列 D)D-(I
 の中から不静

定次数に対応する q 個の線形独立な列ベクトル

をグラムシュミットの直交化法（計算効率が良

い）より求める。この(s,q)型行列はG とおくと、

仮想仕事式は構成式(5)を用い、(12)式で表せる。                   

0GHGG
TT  )( P      (12) 

上式より、(11)式の   は 
P0

G(   HG)H
T-1                (13) 

ここに、 0

GH は(q,q)型の適合行列である。 

HGGH
T0

G             (14) 

(13)式を(11)式に代入すると、(8)式一般解 σ は 

次式となる。 

P10

Gq ))(( e  
HGHGIσ

T     (15) 

qI ：(q,q)型単位行列 

ここに、行列式 0

GH のとき、 σ は一意に定める

ことができないので骨組全体は不安定となる。 

2.2.5 節点変位ベクトル 

適合条件式から σ が求まると、節点変位ベク

トル  （(3)式）は、次式で与えられる。 

σH)D)Dθ τ    TT ((Δ      (16) 

2.3 増分型の塑性条件式 

移動硬化則による（初期降伏した後の）部材断

面の降伏条件は(17)式で与えられる。 

1n,m( )nm  f         (17) 

ここに、 ),( nm  は降伏曲面中心点の総移動量

（図５）である。(17)式を全微分すると、 

第１節の仮定事項 2）より、次式が得られる。 

0)-n(
n

)-m(
m

mm 








 

ff
fd   (18) 

ここに、右辺の増分移動量 ),( nm   は、Ziegler

の修正則では正の実数  を用い 

 )αmα mm  , )αnα nn    (19) 

相対塑性変位成分 0 と 0u は塑性流れ則より、 

n
λu,

m
λ 00











ff
      (20) 

ここに、相対塑性変位成分の大きさを表す正の実 

0

 

(ａ) 降伏曲面と各パラメータ 

 

 

 
 
 
 
 

(ｂ) 降伏曲面の相対塑性変位成分 

       添字 B)A,p)(N(N,  および(p)は省略 

図５ 移動硬化型塑性ヒンジ法の各成分 

 

数 λ を消去すると、 
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上式を用いると、増分型の塑性条件式(18)は 

0)-n(y)-m( n

0

m          (22) 
 

 (22)式と(19)式より、  は次式で与えられる。 

)α(ny)α(m

n)ym

n

0

m

0








＞0     (23) 

次に、ひずみ硬化による断面力の上昇 )n,m( 00 

は降伏曲面の法線方向に生じるもの（図５(ａ)）

とすると(18)式と同様に、次式が成り立つ。 

0)n-n(
n

)m-m(
m

00 







 ff
   (24) 

上式の（ ）内は弾性変形の変化量による増分曲

げモーメントと軸方向力を表している。 

(24)式は中立軸 0y を用いると次式で与えられる。 

0)n-n(y)m-m( 000        (25) 
 

部材(p)の材端(A)(B)が塑性化しているとき、(25)

式は p)(N, ((2)式の４成分)で表すと、 

 

 θ   

0  

0u  
θtany0   

m

0






f
  

（図 1） 



















n
,

m

ff
 

増分前の降伏曲面 

増分後の降伏曲面 

n)m(  ,  

 n, 0
u   

降伏曲面 

中央点 

)( nm,
 

)nm ,(    

1,m( )nm   nf  

Ziegler の修正則 

 

)n,m( 00   

),( nm   

0,m   

n
u

0






f
 

― 23 ―



0Y
0  








p)(N,

0
-p)(N,p)N,(        (26) 

上式において、 

 







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p)(B,
0

p)(A,
0

p)N,(

y010

y0010
Y       (27) 

である。 p)(N, に対応する相対塑性変位ベクトル

は p)(N,
 とおく。 p)(N,

 は(20)式と(21)式の関

係より(28)式で表せる。 

p)(N,
T

p)N,(p)(N,
   0

Y       (28) 
 

ここに、 p)(N,
 ((29)式)は材端(A)(B)の増分相

対回転角をまとめたベクトルである。 

   T
p)(B,p)(A,p)(N, ,   ττ        (29) 

 

また、図５(ａ)に示す断面力の上昇 )n,m( 00  に

対応する p)(N,
0 は、ひずみ硬化係数 c と弾性柔

性行列 (p)H
e ((6)式)および(28)式を用いると、

(30)式で与えられる。 

  p)(N,p)(N,
0 e(c   -1

(p))H  

      p)(N,
T

p)N,(
e(c  0-1

(p) Y)H   (30) 
 

上式を(26)式に代入すると、 p)(N,
 は、次式で

与えられる。 

p)(N,p)N,(
1

p)N,(p)(N, )(    00
YZ   (31) 

ここに、 p)N,(
0

Z （２行 2 列の行列）は 
T

p)N,(p)N,(p)N,(
e(c 0-1

(p)
00

Y)HYZ    (32) 
 

である。なお、(20)式の λ は p)(N,
 （成分：

(29)式）より求めることがでる。 

2.4 弾塑性構成方程式 

弾塑性変形ベクトル p)(N, は、弾性成分と塑性

成分の和として与えられる。 

p)(N,
0

p)(N,p)(N,
e        (33) 

上式右辺第１項は、 

p)(N,(p)p)(N,
e

σHτ  e              (34) 

第２項は（31）式を(28)式に代入すると、 

 p)(N,p)N,(
1T

p)N,(p)(N, )(    000
YZY  (35) 

となる (34)式と(35)式を(33)式に代入すると、

部材(p)の構成式は次式で表せる。 

p)(N,(p)p)(N, σHτ            (36) 

ここに、弾塑性柔性行列 (p)H は次のようになる。 

p)N,(
1

p)N,(
T

p)N,( )(e 000
(p)(p) YZYHH

 （37） 

 

3. あとがき 

以上、本定式化手法についてまとめる。 

１）(35)式から分かるように、塑性化断面の相

対変位に関する不連続性（図１の( 0 , 0
u )）は

応力法の未知量である独立な断面力を成分とす

る p)(N, により定式化できる。 

２）（37）式を構成式((5)式)に組み込むことに

より、弾性解析を準用する移動硬化型塑性ヒンジ

法による弾塑性崩壊解析が可能となる。 
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