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１ まえがき  
本報告では，半線形楕円型偏微分方程式の

定常状態を表す次のような 2階楕円型偏微分

方程式 

�−∆𝑢𝑢 = 𝑓𝑓(𝑢𝑢)  in Ω,
𝑢𝑢 = 0  on ∂Ω.

 
 
(1) 

の解に対する精度保証付き数値計算を考える．

ここで，Ωはℝ2の有界多角形領域とする．ま

た，作用素𝑓𝑓:𝐻𝐻01(Ω) → 𝐿𝐿2(Ω),は Fréchet 微分

可能な自己共役作用素であるとする． 
 (1)の解に対する精度保証付き数値計算法

は中尾ら[1]や Plum[2]によって開発されて

いる.また，[3]でシグマノルムを利用した手法

を考案し，重み付きノルムの効果を示した．

本研究はさらにより問題に特化した重みノル

ムの選択として，線形化作用素を重みノルム

に利用した精度保証付き数値計算法を提案す

る．その結果，安定解に対しては線形化作用

素の逆作用素のノルム評価が必要ないことを

証明する． 
 
２ 準備 
𝑋𝑋と𝑌𝑌をBanach空間とする．次のような 

 𝐹𝐹(𝑢𝑢) = 0 
を満たす解𝑢𝑢 ∈ 𝑋𝑋 を求める問題を考える．但し

非線形作用素𝐹𝐹:𝑋𝑋 → 𝑌𝑌とする．そのとき次の

Newton-Kantorovichの定理が知られている． 
Theorem 1 (Newton-Kantorovich) 
Assuming that the Fréchet derivative 𝐹𝐹′[𝑢𝑢�] is 
nonsingular and satisfies 

‖𝐹𝐹′[𝑢𝑢�]−1𝐹𝐹(𝑢𝑢�)‖𝑋𝑋 ≤ 𝛼𝛼  

for a certain positive 𝛼𝛼 . Let  𝐵𝐵�(𝑢𝑢� , 2𝛼𝛼) ≔ {𝑣𝑣 ∈
𝑋𝑋:‖𝑣𝑣 − 𝑢𝑢�‖𝑋𝑋 ≤ 2𝛼𝛼}  be a closed ball and 
𝐷𝐷 ⊃ 𝐵𝐵�(𝑢𝑢� , 2𝛼𝛼)be an open ball. We assume that the 
following holds for a certain positive 𝜔𝜔, 

‖𝐹𝐹′[𝑢𝑢�]−1(𝐹𝐹′[𝑤𝑤]− 𝐹𝐹′[𝑚𝑚])‖𝑋𝑋,𝑋𝑋 ≤ 𝜔𝜔‖𝑤𝑤 −𝑚𝑚‖𝑋𝑋,  
where ∀𝑤𝑤,𝑚𝑚 ∈ D. If αω ≤ 1/2 holds, then there 
exists a solution 𝑢𝑢 ∈ 𝑋𝑋 of 𝐹𝐹(𝑢𝑢) = 0 satisfying 

‖𝑢𝑢 − 𝑢𝑢�‖𝑋𝑋 ≤
1−√1−2𝛼𝛼𝜔𝜔

𝜔𝜔
. 

 

Furthermore, the solution 𝑢𝑢 is unique in 𝐷𝐷. 
この定理を利用するために次の系を示す． 
Corollary 1  
To apply Theorem 1, we will calculate three 
constants 𝐶𝐶1,𝐶𝐶2,h  and 𝐶𝐶3 . These satisfy the 
following inequalities 

‖𝐹𝐹′[𝑢𝑢�]−1‖𝑌𝑌,𝑋𝑋 ≤ 𝐶𝐶1 
‖𝐹𝐹(𝑢𝑢�)‖𝑌𝑌 ≤ 𝐶𝐶2,ℎ 

‖𝐹𝐹′[𝑤𝑤]− 𝐹𝐹′[𝑚𝑚]‖𝑋𝑋,𝑌𝑌 ≤ 𝐶𝐶3‖𝑤𝑤 −𝑚𝑚‖𝑋𝑋 

 
 
 

If 𝐶𝐶12𝐶𝐶2,ℎ𝐶𝐶3 < 1/2 holds, then there is a solution 
𝑢𝑢 ∈ 𝑋𝑋 of 𝐹𝐹(𝑢𝑢) = 0 satisfying 

‖𝑢𝑢 − 𝑢𝑢�‖𝑋𝑋 ≤
1−�1−2𝐶𝐶12𝐶𝐶2,ℎ𝐶𝐶3

𝐶𝐶1𝐶𝐶3
. 

 

Furthermore, the solution 𝑢𝑢  is unique in 
𝐵𝐵��𝑢𝑢� , 2𝐶𝐶1𝐶𝐶2,h� ≔ {𝑣𝑣 ∈ 𝑋𝑋: ‖𝑣𝑣 − 𝑢𝑢�‖𝑋𝑋 ≤ 2𝐶𝐶1𝐶𝐶2,ℎ} ⊂
𝐷𝐷 . 
ここで，定数𝐶𝐶1,𝐶𝐶2,ℎ,𝐶𝐶3を求めれば良い． 
 
３ XとYの選定 
𝐿𝐿𝑝𝑝(Ω),𝑝𝑝 ∈ [1,∞)はLebesgu 𝑝𝑝乗可積分可能

な関数空間とする．𝑝𝑝 = 2について，内積

(𝑢𝑢,𝑣𝑣)𝐿𝐿2 ≔ ∫ 𝑢𝑢(𝑥𝑥)𝑣𝑣(𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑑𝑑Ω とし，内積から誘導さ

れるノルムを‖⋅‖𝐿𝐿2 ≔ �(⋅,⋅)𝐿𝐿2  とする．正のある

実数𝑠𝑠について𝐻𝐻𝑠𝑠(Ω)は𝑠𝑠階の𝐿𝐿2-Sobolev空間と

す る ． 関 数 空 間 𝐻𝐻01(Ω) ≔ {𝑢𝑢 ∈ 𝐻𝐻1(Ω):𝑢𝑢 =
0 on ∂Ω}とする．この関数空間𝐻𝐻01(Ω)を𝑋𝑋とす

る．そのとき関数空間𝐻𝐻01(Ω)にどのようなノル

ムを導入するかが本報告の重要な点である．本

報告では次のような内積を関数空間𝐻𝐻01(Ω)に
導入する: 
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(⋅,⋅)𝐻𝐻01 ≔ (∇ ⋅,∇ ⋅) + 𝜎𝜎(⋅,⋅)𝐿𝐿2 + (𝑓𝑓′[𝑢𝑢�] ⋅,⋅)𝐿𝐿2.  

とする．但し，𝜎𝜎は𝛥𝛥 + 𝜎𝜎 + 𝑓𝑓′[𝑢𝑢�]が正値自己共

役作用素になるように設定する．また，関数空

間𝐻𝐻01(Ω)のノルムは‖⋅‖𝐻𝐻01 ≔ �(⋅,⋅)𝐻𝐻01とする．

𝐻𝐻−1(Ω) を 𝐻𝐻01(Ω) の 共 役 空 間 と す る ．

𝑇𝑇 ∈ 𝐻𝐻−1(Ω)と𝑢𝑢 ∈ 𝐻𝐻01(Ω)について，〈𝑇𝑇,𝑢𝑢〉によっ

て共役対を表す．また，𝑇𝑇 ∈ 𝐻𝐻−1(Ω)のノルムを 
‖𝑇𝑇‖𝐻𝐻−1 ≔ sup |〈𝑇𝑇,𝑢𝑢〉|

‖𝑇𝑇‖𝐻𝐻01
.  

とする．このような関数空間𝐻𝐻−1(Ω)を𝑌𝑌として，

Newton-Kantorovichの定理を考える． 
 
４ 主定理 
𝑢𝑢 ∈ 𝐻𝐻01(Ω)について線形作用素𝐴𝐴:𝐻𝐻01(𝛺𝛺) →

𝐻𝐻−1(𝛺𝛺)と非線形作用素𝑁𝑁:𝐻𝐻01(𝛺𝛺) → 𝐻𝐻−1(𝛺𝛺) 
〈𝐴𝐴𝐴𝐴,𝑤𝑤〉 ∶= (∇𝑢𝑢,∇ 𝑤𝑤)𝐿𝐿2 
〈𝑁𝑁(𝑢𝑢),𝑤𝑤〉 ∶= (𝑓𝑓(𝑢𝑢),𝑤𝑤)𝐿𝐿2. 

 
 

とする．また，非線形作用素𝐹𝐹:𝐻𝐻01(𝛺𝛺) → 𝐻𝐻−1(𝛺𝛺)
を 

𝐹𝐹(𝑢𝑢): = 𝐴𝐴𝐴𝐴 − 𝑁𝑁(𝑢𝑢)  
とすると，方程式(1)の𝑢𝑢について𝐹𝐹(𝑢𝑢) = 0を満

たす解を探せばよい．また，非線形作用素𝐹𝐹(𝑢𝑢)
の 𝑢𝑢� ∈ 𝐻𝐻01(Ω)におけるFréchet微分を 

𝐹𝐹′[𝑢𝑢�]: = 𝐴𝐴 − 𝑁𝑁′[𝑢𝑢�]  
とする． 
Theorem 2 
If 𝜎𝜎 = 0, then 𝐶𝐶1 = 1. 
Proof 
もし𝜎𝜎 = 0ならば𝐹𝐹′[𝑢𝑢�]は𝐻𝐻01(Ω)と𝐻𝐻−1(Ω)で

等長同型写像となり， 

‖𝑢𝑢‖𝐻𝐻01 = ‖𝐹𝐹′[𝑢𝑢�]𝑢𝑢‖𝐻𝐻−1 ,∀𝑢𝑢 ∈ 𝐻𝐻01(Ω)  

が成り立つ．その上で，𝐹𝐹′[𝑢𝑢�]は逆作用素を持

ち， 

‖𝐹𝐹′[𝑢𝑢�]−1𝑢𝑢‖𝐻𝐻01 = ‖𝑢𝑢‖𝐻𝐻−1 ,∀𝑢𝑢 ∈ 𝐻𝐻−1(Ω)  

も成り立つ．𝐶𝐶1の定義より 

‖𝐹𝐹′[𝑢𝑢�]−1‖𝐻𝐻−1,𝐻𝐻01 = sup
‖𝐹𝐹′[𝑢𝑢�]−1𝑢𝑢‖𝐻𝐻01

‖𝑢𝑢‖𝐻𝐻−1
 

                   = sup
‖𝑢𝑢‖𝐻𝐻−1

‖𝑢𝑢‖𝐻𝐻−1
 

 = 1 

 

となる． 
□ 

 
 
 

５ 𝜎𝜎の決定方法 
𝜎𝜎は定義より作用素𝛥𝛥 + 𝜎𝜎 + 𝑓𝑓′[𝑢𝑢�]の最小固有

値が正であればよい．よって次の固有値問題を

考える: 

Find 𝑢𝑢 ∈ 𝑋𝑋, 𝜆𝜆 ∈ 𝑹𝑹 s. t. (𝑢𝑢, 𝑣𝑣)𝐻𝐻01 = 𝜆𝜆(𝑢𝑢,𝑣𝑣)𝐿𝐿2  

この様な無限次元固有値問題の評価方法とし

て次に示すような[4]の劉-大石の定理が知られ

ている: 
Theorem 3 (劉-大石) 
Let {𝜆𝜆𝑖𝑖} be an eigenvalue satisfying an eigenvalue 
problem 

Find 𝑢𝑢 ∈ 𝑋𝑋, 𝜆𝜆 ∈ 𝑹𝑹 s. t. (𝑢𝑢, 𝑣𝑣)𝐻𝐻01 = 𝜆𝜆(𝑢𝑢,𝑣𝑣)𝐿𝐿2 .  

Let {𝜆𝜆𝑖𝑖ℎ}  be an eigenvalue satisfying the finite 
dimensional eigenvalue problem: Find 𝑢𝑢ℎ ∈
𝑋𝑋ℎ ,𝜆𝜆ℎ ∈ 𝑹𝑹 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠ℎ 𝑡𝑡ℎ𝑎𝑎𝑎𝑎 

 (𝑢𝑢ℎ,𝑣𝑣ℎ)𝐻𝐻01 = 𝜆𝜆ℎ(𝑢𝑢ℎ ,𝑣𝑣ℎ)𝐿𝐿2 .  

Let  𝐶𝐶ℎ be a real constant satisfying 

‖𝑢𝑢 − 𝑃𝑃ℎ𝑢𝑢‖𝐿𝐿2 ≤ 𝐶𝐶ℎ‖𝑢𝑢 − 𝑃𝑃ℎ𝑢𝑢‖𝐻𝐻01 ,∀𝑢𝑢 ∈ 𝐻𝐻01(Ω).  

Then, we have the verified lower bound of each 𝜆𝜆𝑖𝑖: 
𝜆𝜆𝑖𝑖
ℎ

1+𝐶𝐶ℎ
2𝜆𝜆𝑖𝑖

ℎ ≤ 𝜆𝜆𝑖𝑖. 
 

 

 劉 -大石の定理を用いることで，𝛥𝛥 + 𝜎𝜎 +
𝑓𝑓′[𝑢𝑢�]の正値性及び，最小となる𝜎𝜎が決定できる．

これから，𝜎𝜎 = 0ならばTheorem 2から半線形楕

円型偏微分方程式の精度保証付き数値計算法

を行う際の困難の一つである定数𝐶𝐶1をアプリ

オリで，且つ最適値を評価できる． 
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