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１． 研究の背景                                           

鋼構造分野における非線形問題の解析手法を

概観する。変位法は塑性ひずみの発生によって、

部材の剛性分布が大きく変化する材料学的非線

形性が強い範囲に対しては、その剛性分布と無関

係に変位関数を仮定するため本質的に不向きで

ある。一方、応力法は平衡方程式(釣合式)を満足

する独立な合応力（断面力）を仮定するので、幾

何学的な非線形性が強い問題の解析が困難とさ

れてきた（これらは文献１）にまとめられている）。

この幾何学的非線形問題に対して、本応力法研究

２）では断面力と部材変形の連成効果を未知量と

する基本関係式（曲率の近似式を用いる）の定式

化より、棒の弾性安定問題（微分方程式による解

析解）の近似解が得られることを示した。また、

これまでの応力法のように、不静定骨組の静定基

本系を求める必要がないので、骨組構造全体の冗

長性を表す基本量である不静定余力（自己釣合系

の断面力）が求まることを示した３）。一方、幾何

学的および材料学的非線形問題の有効な解析手

法として、「変位の連続条件と平衡条件について、

これを変分学的に満足させるハイブリッド型応

力法（有限要素法）を拡張した変位法が提案され

ている」１）。この非線形問題では応答結果の信頼

性および構造設計に用いる評価軸を含めて、常用

されている変位法を補う解析手法が必要になる

と考えている。 

 

２．本研究の目的と位置づけ 

本研究は弾塑性力学理論の延長線上で理解し

やすい応力法の構築を目的として、まず、構造 

 
 
 
 

                         

設計で規定された保有耐力を求める実用的な解

法である塑性ヒンジ法による弾塑性解析（以後、

増分解析手法と呼ぶ）を展開する。 

本報告では前報４）に引き続き、増分解析手法

による応答値（一例を図１の実線１、２に示す）

を評価する基軸として、軸方向力の影響を考慮し

た極限解析５）における(安全率の)下界値が得られ

る解析手法（増分型の最適近似解析：定式化は 

第３章で述べる）に拡張し、その数値検証結果を

述べる。 
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図１ 増分型の最適近似解と増分解析手法に 

よる応答の概念図 

 

３． 増分型の塑性条件と最適近似解析について 

 材料学的非線形問題はその応答値が履歴に依

存するので、最終的な応答値はその全過程を幾つ

かの区間に区切って、順次応答値を求める。これ

を区分的線形化理論による増分法と呼んでいる。

なお、増分記号はΔを用いる。 

３．１ 増分型の塑性条件 

断面全体の降伏条件（記号： f ）は断面力（曲

げモーメントｍ、軸方向力ｎ）の関数として、 

1)( nm,f                    (1) 
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とする。断面力ｍ、ｎが(1)式を満足するとき、

全断面が塑性化したこと（塑性ヒンジ）を表す。 

増分後の降伏条件は次式となる。 
 

   1)(  nnm,mf                 (2) 
 

 上式を nm, について Taylor 展開して、区分的

線形化の仮定より nm, に関する２次以上の項

を省略して、式(1)より差し引くと増分型の塑性

条件は次式となる。 

0n
n

m
m









 ff
（図２参照）      (3) 

 

 

図２ 塑性ヒンジ法 
 

３．２ 断面の中立軸による増分型の塑性条件 

 (3)式は力学的特性評価に繋げる。塑性ヒンジ

点における塑性変形の増分は曲げモーメント m

と軸方向力 n に対応する成分を、それぞれ 0

（増分相対変角：増分相対たわみ角）と  （伸

縮の増分）と表すと塑性流れ則より、次式で表せ

る（図２、図３を参照）。 

nm 







 

ff
λ,λ0  (4-1,2) 

ここに、 λ は塑性変形の大きさを表すスカラー

である（求め方は前報４）に示している）。断面の

中立軸は次式で表せる５）（図３と図４を参照）。 

断面の中立軸：
m

n














f

f/0y


      (5) 

 (3)式は(5)式を用いると、次式で表せる。 
 

0nm  0y （図 4を参照）      (6) 

上式は中立軸におけるモーメントの釣合式を表

すことは明らかである。 

     

図３ 塑性変形成分 
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図４ 断面の塑性変形と中立軸 
 

３．３ 増分型の釣合式の概要４） 

骨組を構成する部材要素の全てが非塑性化状

態としたときの釣合式は次式で表す。 

mσD                    (7) 

 ここに、 Dは釣合行列である。  （未知量） 

は断面力（材端の曲げモーメントと軸方向力）を

部材番号順に並べたベクトルである。 m は荷重

ベクトルである。つぎに、増分型の塑性条件：（6）

式を(7)式の末尾に組み込む、その手順は前報４）

に示している。 

 増分型の釣合式：
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    (8) 

ここに、 0
D は塑性化した部材端における(6)式 

の m の係数１と断面の中立軸 0y で構成される

行列である。 
 

３．４ 一般逆行列による釣合式の最適近似解 

不静定構造の釣合式（荷重成分と断面力成分の

関係式）は横長行列で表現される（通常の逆行列

計算は使えない）。このような行列で表現される

多元連立一次方程式の解法は、一般逆行列６）が

用いられる（例えば、文献７））。ここに、釣合式

の一般解（独立な断面力：材端曲げモーメントと

（凸曲面） 
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軸方向力）は微分方程式の解と同様に、特解と余

解に分離される。特解は一般逆行列の定義と性質

により、最小自乗近似と結びつく、これを最適近

似解と定義している（付録を参照）。特解（非同

次方程式の解）は増分型の釣合式のみを満足する

ので、骨組構造を完全剛塑性体としたときの断面

力を表す。余解（同次方程式）は不静定余力系 

（自己釣合系の断面力）を表す。 
 

３．５ 増分型の幾何学的関係式の概要４） 

 各部材要素端の増分相対たわみ角２成分と伸

縮を部材番号順に並べたベクトルを  とし、各

節点の節点角と変位２成分を節点番号順に並べ

たベクトルおよび増分型の塑性条件：(6)式（従

属式）の m に対応する増分相対変角 0 （ λ ＝

１）によるベクトルをまとめて  とする。こ

の  と  の関係式は次式で表せる。 
 

  T
D                   (9) 

 

 式(9)の一般解は、 D のムーア・ペンローズ一

般逆行列を 
D （付録を参照）とする、 

 

 特解：    TTP ))( DD         (10-a) 
 

 余解：   )(C
DD-I              (11-b) 

 

 ここに、 I は単位行列、  は任意ベクトルで

ある。余解は変形ベクトル   の解であるから

崩壊機構形成時のリンク運動を表す。 

 

４． 数値検証 

 文献５）に示された例題を通して、数値検証し

た結果を示す。 

４．１ 例題１ 本例題は図５に示すような柱・は

り材ともに同じ断面の正方門形ラーメンである。

はりせいｈはスパン の 1/10 である。また、節

点３と節点７において柱幅、はり幅の中は剛とし

ている。柱・はり部材要素の降伏条件式 f は次の

通りである。 

1()(
2

00
) 

n

n

m

m
nm,f      

ここに、 0m は全塑性曲げモーメント、 0n は降伏

軸力である。 
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0 =24.0kN/cm2 

図５ 例題１（数字：節点番号） 
 

 文献５）の仮想仕事法による崩壊荷重（上界値） 

は 7161.6kN であり、断面の中立軸は初期値０か

ら、降伏条件を満足するように収斂計算を行った

結果である。本解析は崩壊荷重（下界値）

7158.56kN である。 

4.2 例題２ 本例題は図６に示すように変動軸力 

を受けるラーメンであり、第１層部のみを計算し

た。柱断面およびスパンと高さは例題１と同じで

ある。はりは剛体である。 

仮想仕事法による崩壊荷重（上界値）は

2442.2kN であり、本解析は崩壊荷重（下界値）

2441.9kN である。 
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図６ 例題２ 
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５． まとめ 

以上、本報告では軸方向力の影響を考慮した増

分型の最適近似解析を定式化し、数値検証より極

限解の下界値が得られることを示した。 

 

付録 一般逆行列による増分型釣合式の最適近似解６） 

     および考察 

 本文の第３章３節に示したように、あらかじめ節点

（k）に与える荷重増分の成分 (k)m と増分型の塑性条

件の右辺０をまとめて列ベクトル  T
m,0m 

（T：ベクトルの転置）で表す。また、各部材の独立な

断面力は列ベクトル  で表す。 

 増分型の釣合式をあらかじめ満足しなければならな

い条件（付帯条件）として、独立な断面力  のノル

ム   
の最小化問題を考える。この最小解を最適

近似解と定義している。   
の最小化は次の関数

F を最小にすることと同じである。 

独立な断面力  のノルム：   
の最小化 

    
D-m(

2

1
F T

  付(1.1) 

 目的関数 F ：最小化 

 制約条件：  Dm （釣合式）   付(1.2) 

ここに、 D ：（q+p,s）型釣合行列、q：荷重成分の総

数（変位の自由度）、p：独立な増分型塑性条件の総数

（＊参照）、s：独立な断面力の総数、  ：ラグラン

ジュ未定係数ベクトルを表す。 

 目的関数 F を最小化したときの  ：
 で表す。 

付(1.1)式の F を  の各成分 i で偏微分して 

 0
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F

F





 より、    Τ
D    付(1.3,4) 

 

また、 F を λ の各成分 i で偏微分すると、付(1.2) 

式となることは明らかである。付(1.4)式を付(1.2)式

に代入すると 

 Τ
DDm          付(1.5) 

上式右辺の
Τ

DD は付(1.2)式の下に説明したように

（q+p,q+p）型対称行列であり、 D と
Τ

DD のランク

は（q+p）（s≧(q+p)）：s 個の断面力により(q+p)個運

動を拘束している）であるから、付(1.5)式右辺の未定

係数ベクトル  は、 
 

 行列式 0Τ DD ： mDD  1Τ )(  付(1.6) 
 

(q+p)=s のとき崩壊機構（行列式 0Τ DD ）を形成

することがある（文献８）の例題を参照）。つまり、こ

のとき、最適近似解は存在しない。 

 付(1.6)式を付(1.4)式に代入すると、最適近似解 

（
 ）は次式で与えられる。 

  

mDmDDD   1ΤΤ )(   付(1.7) 
  

ここに、
1ΤΤ )(   DDDD          付(1.8) 

は釣合行列 D のムーア・ペンローズ一般逆行列である。 
 

＊：一つの節点に２部材が集まり、かつ同時に降伏条 

件を満たすとき、増分型の塑性条件は従属関係となる 

ので１を減じる（構造力学における骨組の静定・不静 

定の判別式：剛節点に集まる部材の材端曲げモーメン 

トの伝達数と同じ） 
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