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1. はじめに 

AHPにおいて、一部要素が欠落した不完全な一対比較行列

から DAP にもとづきウェイトベクトルを推定する際の諸

問題（不完全情報DAPの更新式、整合性とトポロジー条件、

内外評価不等式、逆固有ベクトル問題、重み付きDAP、連

続判断AHPのDAP、連続時間・連続判断AHPのDAP）

を考察し、それらの解答を与える。 

2. 不完全情報DAPの更新式 

DAP更新式：x(t+1) = D(n)-1 A0x(t)  (2.1) 

定常解     ：x(t+1) =νx(t), νD(n)x = A0x (2.2) 

誤差行列E ：νD(n)1 = E1, E = D(x)-1A0D(x) (2.3) 

但し、D(n) = diag(ni), niは第 i行測定数、A0を欠落要素を0

と置換したm×m比較行列とする。 

3. 整合性とトポロジー条件 

3.1整合性指標  誤差平均として、 

ave(E) = ave.ind.exm(E) = 1TE1/N=ν (3.1) 

を採用する。但し、N = Σni , indは including diagonal, 

exmは excluding missingで、平均対象として対角要素は

含み、欠落要素は除外した。 

整合度：CJ = ave(E)－1 =ν－1  (3.2) 

A0 で（欠落要素対を除いて）逆比性が成立すれば、ν≧1 

(3.3) が成立し、CJ≧0  (3.4) も成立する。Saaty 氏によ

る整合度CIにおいても CI≧0 (3.5) が成立する。 

CI = CJ· N/(N-m)                                (3.6) 

3.2 トポロジー条件  完全情報下では、「aii = 1, 逆比性

aij・aji = 1, 三角整合性aij・ajk = aik」(3.7)ならば、CI = 0

であるが、不完全情報下でのCI = CJ = 0 の条件は？ 

一対比較デザイングラフにおいて、「任意の2点 ( i→j ) 間

の任意パスの一対比較重み積が同じ値 gijに等しい条件」を

「等長パス性」と定義する。 

〔定理3.1〕不完全情報下の整合性トポロジー定理CI = CJ 

= 0の必要十分条件は、等長パス条件（に加えて、エルゴー

ド（強連結）条件と非周期性条件）が成立することである。 

以下に証明の概略を示す（詳細ならびに関連する考察は[1]

参照）。 

 不完全情報下の一対比較行列A0において、欠落要素は 0

で、欠落要素以外を1とした行列A1（無向グラフの一種の

点－点接続行列）を考える。H = D(n)-1A1と置くと、行列H

は行確率行列である。従って、エルゴード性と非周期性を

仮定すると、   R = H t(t→∞)   (3.8) 

と定常状態に収束する。すなわち、更新式 

x(t+1) = D(n)-1 A1x(t) = Hx(t)  (3.9) 

も収束する。DAP更新式(2.1)と更新式(3.9)、あるいは係数

行列のP = D(n)-1A0とH = D(n)-1A1を対比し、等長パス性

が成立すれば、ここでHtとPtのトポロジ的意味を考慮して、

S = Pt(t→∞)に対して、sij = rij· gij               (3.10) 

が成立する（ 但し、R={rij}, S={sij}, rij=
nj

N
 ）。 

従って、t→∞のDAP更新式(2.1)において、x(t+1) = x(t)、

すなわちν= 1が成立し、CI = CJ = 0が成立する。〔QED〕 

4. 内外評価不等式 

完全情報での[2]の結果を行列表示で整理し、この内外評価

不等式が不完全情報DAPでも成立することを示す。 

4.1 完全情報DAP 

x(t+1) =
Ax(t)

m
 (4.1)において、x(t+1) = 𝜇x(t) = 𝜇xとすると、 

(CI+1)x = 
(A−I)x

m−1
  (4.2) 

(CJ+1)x =μx = 
Ax

m
  (4.3) 

が成立する。両式において左辺の x が内部（真の自己）評

価ウェイトベクトル、右辺が外部評価である。(4.2)では自

分を除いた外部、(4.3)では自分も含めた外部（というより

は、全体）評価である。CI+1≧1, CJ+1=𝜇≧1 なので、内

≦外不等式が成立する。すなわち、外部評価は常に内部評

価よりも高く、その乖離度合いは不整合性に比例する。 

4.2 不完全情報DAP 

 (2.2)より、以下を得る。 

 (D(n)－I)-1(νD(n)－I)x = (D(n)－I)-1(A0－I)x (4.4) 

diag{
𝑣𝑛𝑖−1

𝑛𝑖−1
}x = diag{

1

𝑛𝑖−1
}(A0－I)x  (4.5) 
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 (4.5)は(4.4)の別表現である。右辺が外部評価であり、A0

の逆比性仮定の下ではν≧1 なので、左辺の xiの乖離度合

い係数
𝑣𝑛𝑖−1

𝑛𝑖−1
≧1 となる。従って、完全情報の場合と同様に

内≦外不等式が成立する。但し、乖離度合いは xi毎にniに

依存して、異なりうる。すなわち、被評価対象数が多いほ

ど、乖離度合いは小さくなる。なお、内≦全不等式はより

単純な(4.6)となり、同様に成立する。 

νx = D(n)-1A0x    (4.6) 

なお、(4.7), (4.8)の等式変形より、内外不等式と内全不等式

は等価であることがわかる。 

A−I

m−1
− I =  

m

m−1
(

A

m
− I)   (4.7) 

(D(n)－I)-1(A0－I)－I = D(n)(D(n)－I)-1[D(n)-1A0－I] (4.8) 

5. 重み付きDAP（あるいはw-DAP） 

不完全情報 DAP では一対比較行列 A の一部要素が欠落し

た場合を扱ったが、欠落要素をその重みが 0 と考えること

により、(i , j)要素に対して重みwijを考慮したw-DAPを提

案し、その更新式を以下に示す。 

更新式：xi(t+1) = ∑ 𝑤𝑖𝑗𝑗 𝑎𝑖𝑗𝑥𝑗(𝑡)  (5.1) 

x(t+1) = (W∘A)x(t)            (5.2) 

 (5.2)は(5.1)のベクトル行列表現で、∘は要素毎の乗算を意

味する。 x(t+1) =κx(t) =κxとすると、以下を得る。 

定常解：κx = (W∘A)x   (5.3) 

誤差行列：κ1 = (W∘E)1, E = D(x)-1AD(x) (5.4) 

一般論では、W = {wij}は任意であるが、以下はW≧0, Σwij 

= 1の条件を付与した行確率行列の場合を考察する。又、一

対比較行列A = {Aij}は完全情報であり、欠落無しである。 

誤差平均：ave(E) = 1T(W∘E)1/m=
1

𝑚
∑ 𝑤𝑖𝑗𝑖,𝑗 𝑒𝑖𝑗=κ (5.5) 

ここで、ave(E)=κは全要素m2個の重みwij付き平均で、欠

落要素はwij = 0とし、非欠落要素は行毎に重みをwij =1/ni

と均等化すると、不完全情報 DAP を模擬し、そのときの

(5.5)のκと(3.1)のνは一致する。なお、w-DAPで不完全情

報を模擬する場合は、欠落要素(i , j)は測定しなかったので

はなく、測定値 aij（さらには eij）は存在するが、その重み

wij = 0で完全に無視するという立場である。さらに、Aの

逆比性を仮定し、W を対称確率行列（wij = wji , wij≧0 , 

∑ 𝑤𝑖𝑗𝑗 = 1）とすれば、κ≧1が成立する。 

6. 連続判断AHPの不完全情報DAP 

Saaty の NNP[3]における完全情報下の離散判断と連続判

断での固有値問題定式化は各 (々6.1), (6.2)で与えられる。 

Ax =λx, Σaijxj =λxi                (6.1) 

∫K(u, v)x(v)dv =λx(u)      (6.2) 

 (6.1)の行列表現にて、Aを無限次元とし、iをu、jをvに

対応させれば、連続判断での定式化となる。時間変数を t

で表すと、不完全情報下の連続判断DAPの定式化は以下の

とおりである(積分はK(u, v)の定義域、非定義域：K(u, v)=0)。 

x(u, t+1) = 
∫ 𝐾(𝑢,𝑣)𝑥(𝑣,𝑡)𝑑𝑣

∫ 1(𝑢,𝑣)𝑑𝑣
   (6.3) 

x(t+1) = D(n)-1A0x(t)    (6.4) 

(6.4)は積分表現(6.3)の行列表現である。(6.4)にて、x, D(n), 

A0は無限次元である。(6.4)の第 i 式は(6.5)となるが、niが

(6.3)右辺の分母∫1(u, v)dvに対応する。但し、1(u, v)は行

列A1に対応し、K(u, v)の定義域（非欠落域）では1、それ

以外で0をとる関数である。なお、原著[3]ではK(u, v)にて

変数 (s, t)を使用してるが、本論文ではtを時間変数として

使うので(u, v)を用いた。 

xi(t+1) = ∑ 𝑎𝑖𝑗𝑗∊𝑆𝑖
𝑥𝑗(𝑡)/ni  (6.5) 

積分表現(6.3)と行列表現(6.4)が等価なので、(6.4)と(2.1)が

対応し、2～4章の議論が積分表現でも適用できる。 

例えば、(2.2)の定常解は(6.6)、(2.3)の誤差行列は(6.7)、(3.1)

の誤差平均ave(E)は(6.8)、3章の行確率行列H=D(n)-1A1は

(6.9)、(4.6)の内≧全不等式は(6.10)、(4.4)の内≧外不等式は

(6.11)となる。 

定常解：νx(u) = 
∫ 𝐾(𝑢,𝑣)𝑥(𝑣)𝑑𝑣

∫ 1(𝑢,𝑣)𝑑𝑣
     (6.6) 

誤差関数： 

ν∫1(u,v)dv =∫E(u,v)dv , E(u,v) =K(u,v)
𝑥(𝑣)

𝑥(𝑢)
(6.7) 

誤差平均：ave(E) = 
∬ 𝐸(𝑢,𝑣)𝑑𝑣𝑑𝑢

∬ 1(𝑢,𝑣)𝑑𝑣𝑑𝑢
 = ν (6.8) 

行確率行列H(u,v) = 
1(𝑢,𝑣)

∫ 1(𝑢,𝑣)𝑑𝑣
   (6.9) 

内≦全不等式：νx(u) = 
∫ 𝜅(𝑢,𝑣)𝑥(𝑣)𝑑𝑣

∫ 1(𝑢,𝑣)𝑑𝑣
 (6.10) 

内≦外不等式：x(u)
𝜈 ∫ 1(𝑢,𝑣)𝑑𝑣−1

∫(1(𝑢,𝑣)−𝛿(𝑢,𝑣))𝑑𝑣
 = 
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∫(𝜅(𝑢,𝑣)−𝛿(𝑢,𝑣))𝑥(𝑣)𝑑𝑣

∫(1(𝑢,𝑣)−𝛿(𝑢,𝑣))𝑑𝑣
     (6.11) 

 (6.8)において、離散判断の時と同じ論理で、K(u,v)(≧0)

が逆比性を持てば、誤差関数E(u,v)(≧0)も逆比性を持ち、

定義域はuとvに関して対称と仮定すれば、 

K(u,v)+1/K(u,v)≧2   (6.12) が成立するので、ν≧1 

(6.13) を得る。従って、この場合には内≦全不等式(6.10)、

内≦外不等式(6.11)が成立する。(6.11)ではデルタ関数を

導入するなど、厳密性の観点からは問題があり、その意

味では、内≦全不等式が本質的と言える。又、連続判断

での定式化において、K(u,v) =auvδ(u－i)δ(v－j) ,  

x(u) = xuδ(u－i) (6.14)等とすれば、離散判断での定式

化に帰着する。 

 

7. 連続時間・連続判断AHPのDAP 

x(t+1) = Bx(t) と 
𝑑𝑥(𝑡)

𝑑𝑡
 = Cx(t) を比較すると、離散時間

上で両者が同じ値となるためには、B = exp(C) (7.1) あ

るいは C = log B (7.2)、一次近似で C=B－I (7.3)を得

る。B = A/m or D(n)-1A0  (7.4) とすると、内全評価差を

時間変化の原因とする微分方程式モデルを得る。 

〔連続時間・離散判断のDAP〕 

完全情報：
𝑑𝑥

𝑑𝑡
 = k(A/m-I)x  (7.5) 

不完全情報：
𝑑𝑥

𝑑𝑡
 = k(D(n)-1A0-I)x  (7.6) 

〔連続時間・連続判断・不完全情報のDAP〕 

𝑑𝑥(𝑢)

𝑑𝑡
 = k {

∫ 𝐾(𝑢,𝑣)𝑥(𝑣)𝑑𝑣

∫ 1(𝑢,𝑣)𝑑𝑣
-x(u) } (7.7) 

k>0 は比例定数、(7.7)の右辺は内全評価差（(6.10)参照）

となっている。 

 

8. 逆固有ベクトル問題 

(2.3)を再掲し、誤差方程式(8.1)と呼ぶ。 

E1 =νD(n)1   (8.1) 

(8.1)において、固有値（定常成長率）ν、デザイングラ

フGが与えられた下で、Eを求める問題が逆固有ベクト

ル問題である。以下では、対欠落、逆比性、自己同一性

（aii=1）、対角要素非欠落を仮定する。なお、Gは無向グ

ラフとなり、Gよりn = {ni}がわかる。 

Gにおいて節点 iは項目 iに対応し、節点 iに接続する

無向枝(i , j)、j∈Siが付随し、誤差方程式(8.1)の第 i行は

(8.2)となり、誤差和∑ 𝑒𝑖𝑗𝑗 がνniに等しいことを主張する。

但し、ni = |Si|。 

∑ 𝑒𝑖𝑗 = 𝜈𝑛𝑖𝑗∈𝑆𝑖
   i = 1,…,m (8.2) 

 (8.1)の各行、あるいは(8.2)は行毎に独立であり、従って、 

独立な方程式の数|Q|= [Gの点数|V|] = m   (8.3) 

未知変数の数|U| = [Gの枝数|L|] = 
𝑁−𝑚

2
       (8.4) 

自由変数の数|F| = |U|－|Q|              (8.5) 

すなわち、未知変数群U = 従属変数群Q + 自由（独立）

変数群F (8.6). 

以下に、Q（あるいはF）の選び方を考察する。 

 (i)G上で従属変数(枝)群Qが連結な場合 

木枝数 = m－1、かつ、m個の節点対応の各独立方程式

は接続枝対応の変数を含むことを考慮して、Q として G

上の単閉路木（SL木、Single Loop Tree）を選ぶ。ここ

で、SL木とは木に1本の補木枝を付加したグラフである。

SL木では、唯一存在する閉路の各節点に部分木が接続す

るトポロジー（図8.1）を持つ。 

 

図8.1 単閉路木（SL木）のトポロジー例 

Fを与えれば、（単閉路上を除く）部分木上のQが定まり、

残るは単閉路上のQのみとなるが、これらは2次方程式

を解くことにより、定まる（付録1参照）。 

 (ii)G上で従属変数(枝)群Qが非連結な場合 

Gの節点集合Vを被覆して非連結なSL木の集合へ分割

する。V を疎な節点集合群｛V1,V2,…,Vz｝へと分割し、

部分集合ViとVi内を相互接続する枝からなる各部分グラ

フG〔Vi〕(i = 1,…,z)においてSL木を変数として選ぶ。 

V = V1∪V2∪…∪Vz ,Vi∩Vj =φ (i≠j), |Vi|≧3 (8.7) 

〔例8.1〕図8.2(a)のデザイングラフGにおいて、 

V = {1,2,3,4,5,6,7,8}と1つの（連結な）SL木、 

V = {1,2,3,4}∪{5,6,7,8}と2つのSL木、 

V = {1,2,3}∪{4,5,6,7,8}と2つのSL木、 

としてQを選んだ例を図8.2(b) , (c) , (d)に示す。 
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(a) デザイングラフG 

 

(b) 連結SL木としてQを選んだ例 

 

(c)2つのSL木としてQを選んだ例1 

 

(d)2つのSL木としてQを選んだ例2 

図8.2 デザイングラフGと従属変数群Q選択例 

|U|= 16 , |Q| = 8なので|F|=|U|－|Q|= 8となる。

(b) , (c) , (d)において、太線枝が従属変数群Q、細線枝が

自由変数群Fに対応する。例えば、(b)ではFが与えられ

れば、(1,2)→(1,3)、(7,8)→(5,7)の順にQの一部が決まり、

残った閉路(3,4,6,5)について2次方程式（付録1）を解く

ことにより、残りのQが決まる。又、(d)では三角形閉路

の SL 木へ分割する方法で、G が完全グラフなら常に三

角形閉路のSL木への分割が常に可能である([4]参照）。 

なお、本例においては、(8.7)の最後の条件により、最大

で2個までのSL木への分割が許容される。〔例8.1の終わり〕 

9. おわりに 

詳細検討、数値計算例、ならびに本論文でとりあげてい

ない他の不完全情報 AHP の課題（例えば、べき乗一般化

平均DAP、パス代数 DAP に関する諸問題、逆固有ベク

トル問題の最適化解法、w-DAP の一般化、x(t+1) = 

D(n)-1A0x(t)+f(t),等‥）については[1]を参照してください。 

なお、神経情報処理系では生理解剖学的に隣接領域から

の情報収集が支配的なため(厳密には、連続判断モデルに

て距離二乗減衰強度の一対比較情報、等)、NNP[3]のモ

デル化では不完全情報DAPが本質的と考えられる。本研

究成果は、その理論的基盤を与える。 
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付録1 単閉路に関する逆固有ベクトル問題の解法 

(i)閉路長3の場合 

e12 + 
1

𝑒31
 = Κ1 (A-1) e23 + 

1

𝑒12
 = Κ2 (A-2) e31 + 

1

𝑒23
 = Κ3(A-3) 

x = e31とすると、(A-1)～(A-3)より、xは以下の2次方程式(A-4)

の根により定まる。  ax2 + bx + c = 0 (A-4) 

a= Κ1Κ2－1, b=Κ1+Κ3－Κ2－Κ1Κ2Κ3,c =Κ2Κ3－1  (A-5) 

(ii)閉路長4の場合 

e12 + 
1

𝑒41
 = Κ1 (A-6)   e23 + 

1

𝑒12
 = Κ2 (A-7) 

e34 + 
1

𝑒23
 = Κ3 (A-8)   e41 + 

1

𝑒34
 = Κ4 (A-9) 

x = e41とすると、(A-6)～(A-9)より、xは以下の係数a , b , cを持

つ2次方程式の根として定まる。 

a = Κ1Κ2Κ3－Κ3－Κ1 ,  b =Κ1Κ2+Κ1Κ4+Κ3Κ4－Κ2Κ3－

Κ1Κ2Κ3Κ4 , c = Κ2Κ3Κ4－Κ2－Κ4 (A-10) 

(iii)閉路長5の場合 

e12 + 
1

𝑒51
 =Κ1(A-11)  e23 + 

1

𝑒12
 =Κ2(A-12)  e34 + 

1

𝑒23
=Κ3(A-13) 

e45 + 
1

𝑒34
 = Κ4   (A-14)  e51 + 

1

𝑒45
 = Κ5  (A-15) 

x = e51とすると、(A-11)～(A-15)より、xは以下の係数a , b , cを

持つ2次方程式の根として定まる。 

a = Κ1Κ2Κ3Κ4―Κ1Κ2―Κ1Κ4―Κ3Κ4+1 , 

b = －Κ1Κ2Κ3Κ4Κ5+Κ1Κ2Κ3－Κ2Κ3Κ4+Κ3Κ4Κ5 

+Κ1Κ4Κ5+Κ1Κ2Κ5+Κ2+Κ4－Κ1－Κ3－Κ5 , 

c = Κ2Κ3Κ4Κ5－Κ4Κ5－Κ2Κ5－Κ2Κ3+1 (A-16) 

(iv)係数a , b , cに関する閉路長k≧3の再帰関係式 

a(k+1) = f(k+1), b(k+1) = g(k+1)－Κk+1f(k+1)－d(k+1), 

c(k+1) =－g(k+1)Κk+1－e(k+1), d(k+1) =－f(k), 

e(k+1) =－g(k), f(k+1) = Κkf(k)+d(k), g(k+1) = Κkg(k)+e(k) 

[初期値：d(3) =－Κ1 , e(3) = 1 , f(3) =Κ1Κ2－1 , g(3) =－Κ2] 
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