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1. はじめに                                           

骨組の弾塑性解析は多数の研究例えば１）～３）があ

るが、それら全ての方法は変位法に基づいている。

また、塑性ヒンジ点における断面力と塑性変形

（相対変形）との関係を節点力と節点変位との関

係に置き換える欠点を持っている４）。一方、独立

な応力を未知量とする応力法は「節点変位を求め

るために特別な計算手続きを必要とするため、汎

用解法として適切な手法の確立が困難とされて

きた」４）。この欠点は荷重が徐々に作用したとき

に不安定となる構造安定問題と不安定構造の安

定化移行問題を含む解法に有効なムーア・ペンロ

ーズ一般逆行列理論を用いることにより解消さ

れる 5）～8）。本報では応力法による弾塑性解析の

第１報として、支配方程式である釣合式に塑性条

件（塑性変形増分と応力増分の直交則）を組み込

んだ塑性ヒンジ法（釣合行列のランク問題を包含

する）を提案する。 

 

２．塑性ヒンジ法と基本関係式の骨子 

2.1 塑性ヒンジ法 

 断面全体の降伏条件は重心点の断面力（曲げモ

ーメントｍ、軸方向力ｎ）の関数として、次式の

ように仮定する。 
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)( nm,f の具体例を次式のようにおいてみる。 

1)(
00


n

n

m

m
nm,f                (2) 

式(2)の 0m は全塑性曲げモーメント、 0n は降伏

軸力である。断面力が式(2)を満足するとき、そ

の重心点に塑性ヒンジが形成される（塑性ヒン 

 
 
 
 

                        

ジ点以外では塑性変形は生じない）。荷重と変形

の経路を区分的に線形化して追跡するとき、ある

既知の状態量（m,n 等）が得られたとする。この

増分後の塑性条件は増分記号をΔとして、 
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で表せる。式(3)から式(2)を差し引くと、 
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となる。式(2)のｍ、ｎに関する偏微分と式(4)左

辺との対応は次式のように書ける。 

00
,

n

1

nm

1

m









 ff
（符号 0m:  , 0n  ）(5-1,2) 

塑性条件は、式(4)と式(5)から次式で表せる。 
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（図１参照）      (6) 

 

図１ 塑性ヒンジ法  

2.2 増分間の塑性条件 

部材(p)の塑性条件（式(6)）は次式で表す。 
 

0 p)(N,p)(N,
T f  （T: 転置）    (7) 

 

ここに、添字（N,p）の N は材軸線 1y 上の位置

を表す印である。 p)(N,f  は降伏曲面上における塑 

性変形ベクトル（図１の  n,m  ff ）である。 

p)(N, は未知量である独立な材端断面力ベクト 

 

 

性変形ベクトル（図１の  n,m  ff ）である。
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ルである（図２参照）。 

 T(p)p)(B,p)(A,p)(N, n,m,m              (8) 
 

降伏曲面の法線ベクトル p)(N,f  は式(8)右辺の

記号を使うと式(9-a,b)のように表せる。 

ａ）材端(A)が塑性ヒンジのとき： 
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ｂ）材端(B)が塑性ヒンジのとき： 
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    図２ 独立な材端断面力と相対たわみ角 
 

2.3 基本関係式の骨子 

2.3.1 仮定事項および記号の約束 

１）部材は断面の重心線（図２の 1y 軸）で表す。 

２）荷重は節点にのみ作用するものとする。 

３）部材および骨組は常に初期形状を一定に保つ

ものとする（微小変形の仮定）。その他、平面 

保持の仮定など、棒材の理論に従う。 

増分記号はΔ、塑性化記号は上付添字０で表す。 

ベクトルは小文字太字、行列は大文字太字の英字

とギリシャ文字で表す。また、列ベクトルは成分

表示するとき  で、行ベクトルは  で表す。行

列の転置は上付添字 T で表す。 

2.3.2 釣合式 

ⅰ）弾性状態： 

mσD                    (10) 

 ここに、 Dは釣合行列である。  （未知量） 

は    p （式(8)）を部材番号順に並べたベクト

ルである。 m は節点(N)に与える曲げ荷重 (N)m

と水平２方向の荷重ベクトル (N)f を節点番号順

に並べたベクトルである。 

ⅱ）塑性状態：まず、部材(p)の塑性条件（式(7)）

は未知量  で表す。具体的には次のようになる。 

塑性化順序を(q)で表し、 p)(N,
T

f  は  の並び順

に合わせて (q)
0

d で表す。  

 0 p)(N,p)(N,
T f → (q)

0
d      (11)  

ａ）材端(A)が塑性ヒンジのとき: 
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ｂ）材端(B)が塑性ヒンジのとき： 
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式(11)は塑性化の順番に作成して、 0
D で表す。 

 ),2,1q((q)
0

d  → 00 σD       （13） 

塑性条件（式(13)）は弾性状態の釣合式（式

(10)）の末尾に組み込む(式(14))。 

  弾塑性状態：
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式(13)において、 
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 式(14)に次の記号を用いる。 
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2.3.3 幾何学的関係式 

部材(p)の相対たわみ角 p)(B,p)(A, ,   （図２）

と伸縮 (p ) はまとめてベクトル記号   p で

表し、部材番号順に並べて  とする。また節点

(N)の節点角を (N) 、変位ベクトルを (N)u として

節点番号順に並べて  とする（式(18)、式(19)）。 

T
(p)p)(B,p)(A,p ],,[          (18-a) 

    (N,2)(N,1)           (18-b) 

T
(2)(2)(1)(1) ],,θ,,θ[ uu           (19) 

 と  の関係は式(17)に対応する関係式で表

す必要がある。そこで、式(16-b)の m に対応す

る節点変位ベクトルを  （式(20)）で表す。 
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  T                          (20) 

式(20)は仮想仕事の原理（   TT
m ）を 

満たすことは明らかである。つまり、次式が成立 

する。 

  TT
DD             (21) 

 

 式(21)の一般解は、D のムーア・ペンローズ一

般逆行列６）を 
D とすると次式で表せる。 

 

 特解：    TTP ))( DD         (22-a) 
 

 余解：   )(C
DD-I              (22-b) 

 

 ここに、 I は単位行列、  は任意ベクトルで

ある。余解は変形ベクトル   の解であるから

崩壊機構のリンク運動を表す。 

2.3.4 塑性ヒンジ法に適用される構成式２）３） 

塑性ヒンジ点の断面力ベクトル p)(N, （式(8)）

の成分量は降伏曲面上に沿って変化するが、これ

は弾性変形の変化量によるものである。以後、

p)(N, と p)(N, の弾性部分は上付き添字 e を付

けて表す。また、塑性変形の大きさを表す記号は

p)(N, とする（図１を参照）。 
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 p)(N, と p)(N, の関係式は弾塑性柔性行列を

(p)H として次式で表す。 
 

p)(N,(p)p)(N,   H                  （25） 
 

弾性部分の関係式は、柔性行列を (p)
e

H とする

と次式のように表せる。 
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ここに、弾性柔性行列 (p)
e

H は断面主軸に関す

る断面二次モーメントを (p)I 、部材(p)の断面積を

(p)A 、材長を )(p とすると弾性曲線式より 
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式(27)の成分は 
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である。 

（１）材端(A)または材端(B)が塑性化したとき 

 （記号：N＝A or B） 

式(23-a,b)より、次式が得られる。 
 

p)(N,p)(N,p)(N,p)(N,
e

f             (29) 
 

式(29)を式(26-b)右辺に代入して式(24)を用い

ると、次式で表せる。 
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上式右辺第１項（ ）内の p)(N, は p)(N,f  と

p)(N, の直交則（図 1）より求める。すなわち、 
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より、 p)(N, は次式で与えられる。 
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式 (32)を式 (29)に代入すると、弾性変形

p)(N,
e は次式で与えられる。 
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 ここに、 I は単位行列である。 

次に、弾塑性柔性行列 (p)H を誘導する。 

式(26-a)と式(24)の関係より、 
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上式左辺 p)(N,
e に式(33)を代入すると、 (p)H （式

(25)）は次式で与えられる。 
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（２）材端(A)(B)が共に塑性化したとき 

次の列ベクトル記号を使う。 

   pp0 ffF                   (36-a) 
 

 Tp)(B,p),(A,(p) λ λλ                 (36-b) 

弾性部分の変形ベクトル e
p)(N, は式(29)と同

様に次式で与えられる。 

  ppppp)(N,
e

p)(N, ff  

 p0p)(N,  F                 (37) 

また、式(30)と同様に次式が成立する。 
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塑性変形増分と応力増分の直交則（図１）は、

次式で与えられる。 
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式(39)に式(38)を代入して整理すると、次のよ

うに行列表現することができる。 
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ここに、 
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式(40)を (p)λ （式(36-b)）について解く。 
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式(42)を式(37)に代入すると弾性変形 p)(N,
e

は次式で与えられる。 
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次に、式(43)を式(34)に代入すると、弾塑性柔

性行列 (p)H （式(25)）は次式で与えられる。 
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 骨組の構成式は、次式で表す。 

  H                 (45) 
 

ここに、H は柔性行列 (p)H （弾性部材は式(27)）

を部材番号順に対角項に並べた行列である。 

 

３．釣合式の一般解と変形の適合条件式 

釣合式（式(17)）の一般解 σ は次式で表せる。 
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 ここに、 

特解（非同次方程式の解）： mDσ  P   (47) 
 

余解（同次方程式の解） ：  Gσ
C    (48) 

 

上式右辺の  は変形の適合条件式から求ま

る。行列G は係数行列 )( DD-I
 の独立な列ベクト

ル（自己釣合応力モード ig ）の集合である。不静

定次数 r は )( DD-I
 の対角項の総和により求まる。 

 ],[ r21 gggG ,,   ( r :不静定次数)        (49) 

 変形の適合条件式は自己釣合応力モード ig を仮

想力とする仮想仕事式(式(50))で表せる。 
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 式(50)は  に式(45)を代入して、一般解 σ

（式(46)）で表すと次式となる。 

 0GσGσG  )PTT        （51）

上式において、 GGC T        （52） 

とおくと、 PT
σGC
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  余 解： PTc
σGGCσ
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  一般解： PT( σGGCIσ
-1          (55) 

となる。変位ベクトルの特解 P は、式(22-a)

に構成式（式(45)）を代入して求める。 
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４. あとがき 

 以上、独立な断面力と相対変形の関係式に基ず

く塑性ヒンジの条件を釣合式に組み込んだ弾塑

性解析を定式化した。その特色は次のようになる。 

１）釣合式の特解 P
σ （式(47)）は塑性ヒンジの

条件を満足するので、釣合行列のランクにより崩

壊機構形成とそのリンク運動を自動的に求める

ことができる（式(22-b)）。 

２）余解 C
σ （式(54)）は、特解を各部材の柔性

関係により再配分する。従って、変形の適合行列

C（式(52)）が特異のとき応力の再配分ができな

いので塑性崩壊荷重の物理的意味が明快となる。 

３）幾何学的関係式(式(21))より、弾塑性変形

p)(N, と弾性変形 p)(N,
e （式(33)と式(43)）に

依存する節点変位成分を抽出することができる。 
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