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１． はじめに 

項目ウェイトを導出する方法として、「比較行列Aの右固有

ベクトル」を採用することをAHP/ANPの提唱者Saaty博

士は強く推奨している。動的平均化プロセス(DAP)の提案

([1])は「Saaty博士の固有ベクトル法」の妥当性を裏付ける

ものであり、本論文においては、[1]の算術平均DAPを算術

平均以外の様々なDAPへと拡張・一般化する研究、その関

連研究について現時点での研究経過・成果の概要(the state of 

the art)を述べる(詳細は[2]の４章を参照)。 

以下、2章は「MAX-DAPの周期性」、3章は「不完全情報下

の幾何平均DAP＝LLS解」、4章は「通常代数以外での固有

値・ベクトル」、5章は「所与の固有値・ベクトルを持つ行列

の構成法」、について説明する。 

 

２．MAX-DAPの周期性 

[3]のMAX-DAPにおいて、項目数nのMAX-DAP特性は周

期的振動特性を持ち、n≦4の場合には、「周期は常にn以下

で、n+1以上にはならない」ことを数値計算実験により確認

した。そこで、次の疑問が生じる： n＞4(あるいは≧5)では、

「n+1以上の周期の非存在性」は成立するであろうか？ 

答は、n＞4では、「n+1以上の周期は存在しうる！」であり、

n≦4とは異なる結果となる。 

以下に、n=5で周期長=6の例を示す。 

比較行列Aを(2.1)、対応する一対比較グラフを図1、

MAX-DAP特性を図2に示す。 

 

(2.1)

 

図1:  一対比較グラフ 

 

図2:  項目数n=5で周期長=6のMAX-DAP特性 

本例では、有効的閉路ELが閉路長m1=2の閉路1→2→1と

閉路長m2=3の閉路3→4→5→4の２つの分離閉路により構

成され、両閉路においてLPL=4,Length per Link on P(max, 

×)となる[ケース3]。従って、m1x m2＝2x3＝6の周期長を

持つ。ところが、n≦4では、m1x m2＞nを満たす２つのEL

分離閉路が存在しえないため、[3]のMAX-DAP数値計算実

験結果が理論的に裏付けられた。 

MAX-DAPの周期性を分析するために以下に、許容リンク数kが

与えられた時の一般最長路問題の（i,j）間の最長路値LPij(k)

の周期的振動特性を考察する。ところで、一般最長路問題と

は、有向グラフGにおいて正値閉路長閉路（略して正閉路）が
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存在する場合の単純路（simple path）に限定されない最長路

問題であり、リンク数に制約がなければ正閉路を無限に巡回

することにより、最長路値は無限に増大する。最短路問題に

おいてもリンク数に制約がなければ、負閉路が存在すると、

負閉路を巡回することにより最短路値は無限に減尐するのと

同じである。 

 (i,j)間のkリンク最長路値LP(k)に注目すると(添字(i,j)は

省略)、十分大きなリンク数k(例えばk n)では、ある特定の

正閉路を巡回することにより最長路値が達成されると想定さ

れるので、(2.2), (2.3)が成立する。 

LP(k＋m)＝LP(k)＋EL(m) on P(max, ＋)        (2.2) 

LP(k＋m)＝LP(k)×EL(m) on P(max, ×)        (2.3) 

但し、EL(m)はリンク長mの有効的閉路長(Efficient Loop 

length)であり、EL(有効的閉路、Efficient Loop)は点数nの

有向グラフGにおいて、単純閉路に限定されず、自己閉路を含

む、すべての閉路の中でその閉路長LLをそのリンク長qで割っ

た値(リンク当りの閉路長、LPL、Length per Link on P(max, 

＋))が最大となる閉路である。 

リンク長qの最長閉路長(Longest Loop Length)をLLL(q)と

すると、m，EL(m)は(2.4)、(2.5)で与えられる（但し、(2.4)

でのmaxはq＝1,2,…,nに関して）。 

m＝arg max LLL(q)/q     (2.4)  EL(m)＝LLL(m)     (2.5) 

以下に、個別のケース毎に(2.2)、(2.3)の周期性を検討する。 

 [ケース1]効率的閉路ELが単一の単純閉路SLにより構成され、

i ELかつj ELの場合。 

ELのリンク長をmとしよう。LP(1)はi→jの1リンク直通路の重

み(リンク長)であり、有効グラフGは完全グラフに限定されな

いので、直通リンクが存在しない場合は、(2.2)ではLP(1) ＝

－∞、(2.3)ではLP(1)＝0となる。LP(2)は2リンク路,…,LP(m)

はmリンク路の最長路値であり、ELの部分を含みうる。LP(m＋

1)はmax{LP(1)＋EL(m),LP(m)＋0},より一般的には、LP(m＋

r)(r＝1,…,m)については、EL(m)＋LP(r) (r＝1,…,m)あるい

はLP(m＋r－1)の最大値となる。 

LP(m＋r)＝max{EL(m)＋LP(r),LP(m+r－1)}(r＝1,…,m) (2.6) 

 (2.6)右辺の第1項は「ELをi→iと1周し、その後i→jへとrリ

ンク」,第2項は「i→jのm＋r－1リンク路上で自己閉路（長さ

0を仮定）を1リンク」を表現している。 

LP(2m＋1)では、必ずLP(m＋1)にEL(m)を使うので、LP(2m＋1)

＝LP(m＋1)＋EL(m)、より一般的には、(2.7)が成立する。 

LP(2m＋r)＝LP(m＋r)＋EL(m) (r＝1,…,m)       (2.7) 

k＝m＋r( m)と置けば(2.8), (2.9)を得る。 

LP(k＋m)＝LP(k)＋EL(m)  on P(max, ＋)        (2.8) 

LP(k＋m)＝LP(k)×EL(m)  on P(max, ×)        (2.9) 

 (ケース1終わり) 

さらに、以下のケース2、3，4についての検討結果は、[2]の

４章を参照してください。 

[ケース2] ELが単一SLで構成されるその他の3つの場合(ケース2a[i ∉ 

EL, j∊ EL],ケース2b[i∊ EL, j ∉ EL],ケース2c[i ∉ EL, j ∉ EL] )。 

[ケース3] ELが複数の分離SLより構成される場合。 

[ケース4]最も一般的に、ELが複数の非分離SL群と複数の非単純閉路

(NSL, Non-Simple Loop)により構成される場合。 

概念的には一般的に以下のことが言える。 

『最長路値LP(k)ならびにMAX‐DAPのウェイトx(k)の周期特

性ELが複数の非分離SL群ならびに分離SL群より構成される場

合は、十分大きなリンク数kに対して、(i,j)毎に専用巡回EL

となりうる閉路の周期長をm1,m2,.., mTとすると、個々の(i,j)

については、ms(s＝1,2,…,T)のどれかの周期特性を持つが、

x(k)全体としては、最長でm1×m2×…×mTの周期特性を持ちう

る。』 

ケース4の一般的な場合については以下が予想できる。 

『予想: 閉路長m1,m2,.., mZのZ個のEL分離SL群とJ個のEL非分

離SL群{mj(1), mj(2), mj(3),.., mj(Yj)}(j＝1,2,…,J)→

LCM(m1,m2,.., mZ,{GCD(mj(1), mj(2), mj(3),.., mj(Yj)): j＝

1,2,…,J})』 

３．不完全情報下の幾何平均DAP=LLS解 

不完全情報下の算術平均DAPに関しては、その収束解が補

正Harker法(Harker行列の対角要素hiiを、aii+Mi代わりに、

aii+λMiとする方法；Miは第 i行の欠落要素数)の収束解と一

致することが[2]で証明されている。それでは、幾何平均DAP

の収束解はどのようになるのであろうか？ 

完全情報下では、行毎の幾何平均に、第1回目の反復で幾何

平均DAPは収束する。一方、不完全情報下では、対数最小

二乗(LLS)解に収束することが証明されている([2], [4])。 

項目 iの項目kからの評価値「aikxk」をSiに含まれるkにつ

いて({aikxk ;k∈Si})、何らかの平均操作により平均値をとるわ

けだが、算術平均と幾何平均のどちらが適切だろうか？ 
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[見解1]  aikは比率データ、xkは「項目kのウェイト」なの

で非比率データ、従って、「項目iの項目kから見たウェイト」

aikxkは非比率データとなる。 □ 

[見解2] 「項目 iの項目kから見たウェイト」aikxkは、非比

率データによる比率データの重み付けと考えれば、比率デー

タと見なせる。さらに、非比率データと見なすxkも、定数倍

の自由度がある点を考慮すると、比率データであり、「比率

データx比率データ」の「項目iの項目kから見たウェイト」

aikxkは、比率データと見なせる。 □ 

「見解1」に立てば、算術平均が適切で、ウェイトベクトル

算出法としては、Saaty博士推奨の固有ベクトル法、「見解2」

に立てば、幾何平均が適切で、完全情報下では行毎幾何平均

法、不完全情報下ではLLS解が推奨される。 

 ここで、LLS法は統計的回帰分析にもとづく手法であり、

数理論的背景を持つ信頼性のあるウェイトベクトル算出法

として知られている。 

又、興味深いのは、Saaty博士がaik、xk、aikak等のデータに

関して、「見解2」を強調している点である。従って、「比率

データの平均には幾何平均を採用する」という原則に従い、

「見解2」の立場に立つならば、ウェイト算出法としてはLLS

解が推奨されることになるのだが…。 

４．通常代数系以外での固有値・ベクトル 

通常代数系とは和算⊕に通常の和算+、乗算⊗に通常の乗数×

を採用した代数系P(+,×)であり、n×n正方行列Aが適当な

条件を満足すれば(主固有値・ベクトルを持てば)、

の各列は定数倍の自由度を許容して、各々右主固有列ベクト

ルx、各行は左主固有行ベクトルyに近似することが知られ

ている(ci=Kyi,di=Kxi)。 

≒(c1x,c2x,…,cnx)≒      (4.1) 

さて、通常代数系以外では、(4.1)に示すような列毎・行毎

に均等化する漸近特性は存在するだろうか？ 

もし、存在すれば、そのような均等化ベクトルを、その代数

系における主固有ベクトルと見なすことができる。通常代数

系以外、例えば、一般化平均採用時の補正Harker法におい

て、正規化前定常解の反復毎の倍率λを用いて補正を行うが、

この倍率λは通常代数系以外での主固有値と考えられる。 

MAX-DAPに対応するP(max,×)あるいはP(max,+)では一

般的には周期的に振動するので（収束すれば話は別）、一意

の主固有ベクトルは存在しない。以下に2,3の代数系でAP

を数値実験的に計算し、主固有ベクトル、主固有値に相当す

ると思われるベクトル等を見い出したので報告する。 

[例4.1] 通常代数系(+,×)、n=2 

  A= (4.2)  A9= (4.3) 

    A10=  (4.4) 

A9、A10の各列は正規化すると(0.314,0.686)T、各行は

(0.407,0.593)に収束し、各 A々の右、左主固有ベクトル、主

固有値は要素毎のA10／A9の比率≒5.37である。 

[例4.2] 乗算代数系(×,×)、n=2 

(4.3)と同じAに対して、A9、A10を以下に計算した。 

但し、C=A⊗Bの(i,j)要素計算式(4.5)で幾何平均をとった。 

cij=( aik×bkj))
1/n (4.5) 

A9= (4.6)  A10= (4.7) 

各列は正規化すると(0.29,0.71)T、各行は(0.38,0.62)に収束

し、乗算代数系(×,×)下のAの右、左主固有ベクトル、主固

有値は要素毎のA10／A9の比率≒2.213である。 

[例4.3]和算代数系(+,+)、n=2 

(4.2)と同じAに対して、A9、A10を以下に計算した。 

但し、C=A⊗Bの(i,j)要素計算式(4.8)で算術平均をとった。 

 cij =(Σk=(aik+bkj))/n   (4.8) 

A9=  (4.9)   A10=  (4.10) 

各列の総和が0になるように正規化すると、(－1,1)T、各行は

(－0.5,0.5)に収束し、和算代数系(+,+)下のAの右、左主固有

ベクトル、主固有値は要素毎のA10－A9の差分=2.5である。 

５．所与の固有値・ベクトルを持つ行列の構成法 

固有値(群){λi}と固有ベクトル(群){pi}が与えられた下で、

それらを持つ正方行列Aの構成法として、(ⅰ)直交ベクトル法、

(ⅱ)対角化法、(ⅲ)自明解変形法、を提案し、その中で(ⅲ)

の「自明解変形法」について以下に数値例により考察する。 

なお、通常の固有値問題(順問題)では、行列Aが与えられた
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下で固有値と固有ベクトルを求めるが、本論文で考察する行

列構成問題は逆問題と位置づけられ、具体的応用としては、

例えば、所与のウェイトベクトルとＣＩ値が与えられたもと

での比較行列の構成が挙げられる[5]。 

以下に「自明解変形法」の基礎となる定理を３つ示す。 

[定理5.1]  (5.1)で構成されるn次正方行列Aはr個の固

有値λ1,λ2, …,λr,対応する右固有(列)ベクトルp1,…,pr,

左固有(行)ベクトルq1
T,…,qr

Tを持つ(r≦n)。 

A=Σk=1,..,rλkpkqk
T     (5.1)      但し、pi

Tqj=δij   (5.2)□ 

 [定理5.2]  (5.3)のn次正方行列Bはr個の固有値0,λ2,

λ3,…,λr、対応する右固有ベクトルp1,p2,…,pr、左固有ベ

クトルq 1
T, q 2

T,..., q r
Tを持つ(r≦n)。 

B=A－λ1p1q1
T      (5.3)   □ 

 [定理5.3]  (5.1)で構成されるn次正方行列Aは、pk 

(k=1,…,r)と直交するq0,qk(k=1,…,r)と直交するp0を固有

値λ0=0の各々左、右固有ベクトルとして持つ (r＜n) 。 □ 

定理5.2と5.3は本質的に同じであるが、定理5.1におい

て未指定のn－r(≧0)個として、指定済r個の{pk}と直交す

るqと指定済r個の{qk}と直交するpを固有値0の左、右固

有ベクトルとして持つことを主張する。以上の定理にもと

づき、以下に(非負)確率行列の構成を検討する。 

[例5.1]確率行列の構成(その1) 

n=3,r=1でλ1,p1,q1,を(5.4), (5.5), (5.6)で与える。 

λ1=1  (5.4)  p1=(1,1,1)
T (5.5)  q1=(0.2,0.3,0.5)

T (5.6) 

とし、(5.1)よりAを計算する。確率行列P=A、定常状態ベ

クトルx=q1とすると、明らかに(5.7)が成立するが、Pは自

明な解である。   PTx=x      (5.7)  

そこで、(5.7)においてP={pij}の各要素を変数、x={xi}の各

要素は定数として、(5.7)を制約条件として、その第２式、

第３式を以下に示す。 

p12={x2(p21+p23)－x3p32}/x1     (5.8) 

p13={x3(p31+p32)－x2p23}/x1     (5.9) 

(5.8), (5.9)の右辺の変数p21,p23,p32,p31,p23の中で、例えば

変数群{p31,p32}を選択し、その値を以下で変化させる。 

p31=0.2 → newp31=0     p32=0.3 → newp32=0.4    

新しいp12とp13が(5.8), (5.9)より、以下で計算できる。 

newp12=(0.3(0.2+0.5)－0.5×0.4)/0.2=0.05     (5.10) 

newp13=(0.5(0+0.4)－0.3×0.5)/0.2=0.25       (5.11) 

又、確率条件より, (5.12), (5.13)となる。 

newp11=0.7   (5.12)    newp33=0.6   (5.13) 

従って、新しい確率行列として(5.14)を得る。 

      (5.14) 

 (例5.1終わり)    

直交ベクトル法、対角化法、定理の証明、比率行列の構成

など他の計算例、等については、[2]の４章を参照のこと。 

6．おわりに 

文献[２]においては、AHPとANPの数理心理学モデル(2章)、マイ

ンド遷移モデルMTM(3章)、動的平均化プロセスDAP(4章)、基本

尺度 Fundamental Scale(5章)、について考察した。本論文は文

献[２]の4章に基づき、DAPの固有ベクトルについて考察結果を

まとめたものである。参考のために、文献[２]の4章の構成を付

録に示す。 
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