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1. はじめに                                           

安定状態にある構造物に荷重が徐々に作用し

たとき、不安定な状態に移行する問題を一般に構

造安定問題と呼んでいる１）。この問題は構造物の

形状変化（幾何学的非線形性）と構成部材の材料

的非線形性（塑性変形履歴）を伴うため、支配方

程式を節点変位で定式化する（変位型）有限要素

法が常用されている２）。応力法は釣合いを満たす

応力場を仮定するため、幾何学的非線形性を如何

にして取り込むかが問題とされてきた３）。この欠

点を補う解法として、常に初期形状（変形前の形

状）を固定して支配方程式に幾何学的非線形性を

考慮する全ラグランジ法が報告されている 4）。この解

法は部材の変形（ひずみ）が大きくなるとき、高次の

非線形項を考慮する必要がある。また塑性変形履

歴を考慮するためには、変形後の形状を逐次更新

して幾何学的非線形性を考慮する解法（更新ラグラ

ンジ法）が望まれる。 

更新ラグランジ法による応力法として、文献５）で

は立体トラスの幾何学的非線形解析を定式化し、

安定条件に支配的な剛体回転の影響を分析でき

ることを示した。文献６）では初期張力を一定に

保持する自己釣合系の釣合形状を求めるケーブ

ルネットの形態解析に拡張した。また文献７）で

は平面骨組の中立安定状態における座屈応力モ

ード（自己釣合応力）を抽出する解法を定式化し、

線形座屈解析を対象として理論解との数値検証

を行った。 

本報告では曲げ材とトラス材で構成される平

面合成骨組および張弦梁のように自己釣合応力

系を導入する構造システムにおける弾性安定問

題の近似解法（力学的内容は第３節で述べる）を

定式化する。また解法の近似化に伴い、長柱のエ

ラスチカ（大変形）問題おけるチモシエンコの理

論解との数値検証結果を述べる。 

 

 

 

 

２． 仮定事項 

１）部材は断面の重心線で表す。 

２）荷重は節点に作用するものとする。 

３）骨組の全体座屈のみを扱う。 

４）弾性安定限界に及ぼす影響としては軸方向 

力と曲げ変形との連成効果（以後、Pδ効果と呼 

ぶ）および軸方向力と部材回転との連成効果（以 

後、PΔ効果と呼ぶ）を考慮する。 

５）曲げモーメントによる部材の伸縮は無視する。 

また、せん断変形は考慮しない。その他、平面保

持など線材としての仮定に従うものとする。 

 

３．更新ラグランジ法と近似解法の力学的内容 

3.1更新ラグランジ法 

 荷重・変形経路を零の状態から出発し、単調に

増加させてゆくものとする。そのそれぞれの状態

を次のように分割する。 

(F),1),(i(i),,(2),(1),(0), QQQQQQ    

 ここに、 (0)Q は初期状態、 (F)Q は最終状態とす

る。いま、 (i)Q 状態（基準状態）に対する解が得

られたとき、 1)(iQ  状態に至る増分量を求める。

この際、各状態の増分量は微小であり、基本関係

式はこれら増分量に関して線形化する。つまり、

荷重・変形経路を区分的に線形化し追跡するとき、

各節点および各構造部材は刻々その位置が変化

するので部材座標（以後、局所座標と呼ぶ）を各

状態毎に更新する。 

3.2 基準状態の基本関係式 

 前述のように (i)Q 状態までの解が得られたと

き、釣合式と構成式および幾何学的関係式は次の

ように定式化する。 

3.2.1 記号 

部材(p)の独立な材端応力は、材端(A),(B)の曲 

げモーメント (A, p)m 、 (B, p)m と軸方向力 (p)n の３

成分である（図１）。また、部材変形は相対たわ 
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み角 (A, p) , (B, p) と伸縮 )(pδ の３成分で表し、こ

れらをまとめて次のベクトル記号で表す。なお、

行列の転置は上付添字 T で表す。 
 

T
(p)p)(B,p)(A,p ]n,m,m[           (1) 

 
T

(p)p)(B,p)(A,p ]δ,,[             (2) 
 

ここに、（N,p）の N は単に材端を示す印である。 

 

図１ 部材に用いる記号（基準状態） 

 

 p と  p は、部材番号順（p=1,2,・・・）に並 

べてと で表す。 
 

(Ν 1) (Ν 2), , 
              (3) 

 
  (N,2)(N,1)             (4) 

 

節点(N)に作用する力のモーメントを (N)m 、力 

のベクトルを (N)f として節点番号順（N=1,2,・・・） 

に並べてm で表す。 
 

T
(2)(2)(1)(1) ],,m,,[m ffm            (5) 

 

節点(N)の節点角を (N) 、変位ベクトルを (N)u と

して節点番号（N=1,2,・・・）に並べて で表す。 
 

 T
(2)(2)(1)(1) ],,θ,,[θ uu         (6) 

3.2.2  釣合式 

釣合式は次式で表す。 
 

Dσm                         (7) 
 

上式右辺の D は釣合行列であり、部材の局所

座標 1y 2y 軸上に沿う単位ベクトル (p)
2

(p)
1 ,aa   

 

図２ 座標系 

（図２）で構成される。節点角・節点変位の自由

度数をｎとするとD は（ｎ,ｍ）型行列となる。 

3.2.3 構成式 

 p （式(1)）と p)(N, （式(2)）の関係は柔

性行列を (p)H とすると、 

  p(p)p)(N,  H           (8) 
 

 ここに、断面主軸に関する断面二次モーメント

を (p)I 、部材(p)の断面積を (p)A 、材長を )(p とす

ると、 (p)H は弾性曲線式より(9)式で表せる（誘

導過程は文献７）を参照）。 
 

(p)
1

(p)
0

(p) HHH             (9) 
 

ここに、 (p)
0

H は線形項である。 
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  (12-1,2)  

ピン接合トラス材では (p)s (式(10-3))のみ考慮

する。式(8)は系全体に対して次式で表す。 
 

 H               (13) 
 

 ここに、H は (p)H （式(9)）を部材番号順に対

角項に並べた（ｍ, ｍ）型行列である（ｍ：材端

応力数（＝部材数×３））。 

3.2.4 幾何学的関係式 

部材変形ベクトル （式(４)）と節点角・変位

ベクトル （式(６)）の関係は式(14)で表せる。 
 

 T
D                     (14)  

3.3 増分間の基本関係式 

(i)Q 状態（基準状態）に対する解が得られたと

き、 1)(iQ  状態に至る増分量を求める。基本関係

式は基準状態における各部材の局所座標をもと

に定式化する。なお、増分量には記号Δを付ける。 

3.3.1  幾何学的関係式 

 増分間の幾何学的関係式は式(14)より式(15)
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で表せる。 
 

  TD                (15) 
 

 上式は未知の増分量（ θDT ）を省略している。 

3.3.2  PΔ効果 

図３に示すように、PΔ効果は軸方向力 (p)n の方

向変化に伴う局所座標 2y 軸方向の成分力 )(p
2n

で表す。部材の(微小)剛体回転を )(pr 、相対変位

を )(p
2d とすると、 )(p

2n は式(16)で表せる。 

)rsin(nn (p)(p)(p)
2  ≒

(p)

)

)

(p
2

(p
d

n
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    (16) 

 ここに、右辺の p)(A,u , p)(B,u は材端(A),(B)の増

分変位ベクトル（図２）である。ここに、ピン接

合トラスでは式(16)のみを考慮する。 

  

図３ PΔ効果（基準状態） 
 

)(p
2n は全体座標系に変換し、材端(A),(B)に及

ぼす力のベクトルを )) p(B,
2

p(A,
2 , nn  と置くと、 

式(17)のように表せる。 
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                           ・・・(17) 

また、 )) p(B,
2

p(A,
2 , nn  が節点(N=A,B)に及ぼす

力のベクトルを (N)P で表す。これを節点番号順

（N=1,2,・・・）に並べて P （式(18)）で表す。 
 

 T(2)(1) 00 ,P,,P,P              (18) 
  

骨組が構成されたとき、材端変位ベクトル

p),(A,u p)(B,u  (式(17)右辺)は節点(N=A,B)の変

位ベクトル (N)u に等しいから系全体の節点角・

節点変位ベクトル  を用いると、 p (式(18))

は次式のように表せる。 
 

  p               (19) 
 

ここに、右辺のΛは式(19)右辺の（）内を系

全体に亘ってまとめた(ｎ, ｎ)型行列である。 

3.3.3 釣合式  

荷重増分 m が作用したとき釣合式は次式で

表せる。 
 

 PσDm            (20) 
 

3.3.4 構成式 

式(13)より、増分間に適用する構成式は次式で

表せる。 
 

  H                (21) 
 

 ここに、柔性 H は基準状態を一定に保持するも

のとしている。つまり、Pδ効果を考慮した柔性

項 (p)
1

H において、未知の増分量 (p)n （式

（12-1,2））は省略している。 

 

４. 釣合式の一般解と変形の適合条件式 

増分間に適用する釣合式（式(20)）の一般解は

次式で表せる。 
 

CP
σσσ                  (22) 

 

 上式右辺 P
σ は特解である。 

 

)(P


  P-mDσ                  (23) 
 

ここに、 
D は釣合行列 Dのムーア・ペンロー

ズ一般逆行である。（ｎ,ｍ）型行列Dのランクは

n （≦ｍ)であり、 
D は（n ,n ）型の対称行列 T

DD

を用いて、単純な行列演算（式(24)）で求まる。 
 

1)( TT 
DDDD                      (24) 

 

式(22)右辺の C
σ は余解（荷重増分ベクトル

0m  の解）であり、式(25)で与えられる。 
 

  )(C
DD-Iσ γG                (25) 

 

 
r21

,,, gggG  （
i

g ：独立ベクトル）(26) 
 

式(25)の I は（ｍ,ｍ）型単位行列、  は任意

ベクトルである。また、（ｍ ,ｍ）型係数行列

)( DD-I
 はその独立な列ベクトル

i
g（自己釣合応

力モード）で作る（ｍ,ｒ）型行列G （式(26)）

で表す。 r は不静定次数（＝m-n）である。 

変形の適合条件式は与える荷重 m とは無関

係に生じる
i

g （式(26)）を仮想力とすると仮想

仕事の原理より次式のように表せる。 
 

  HGτG
TT             (27) 

 節点角・節点変位ベクトル  （式(15)）は、次
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式で表せる。 
 

   TT )()( DD          (28) 
 

５. 応力法方程式 

変形の適合条件式（式(27)）は式(22)と式(25)

より次式で表せる。 
 

0GHGHG  )()( PCP TT     (29) 
 

上式をベクトル  について解き、式(25)に代

入すると余解 C
σ は 

 
PC T
σHGGCσ

-1                 (30)   

HGGC
T （C：（ｒ,ｒ）型対称行列）  (31) 

 

である。式(30)より、 C
σ は基準状態における柔

性 H により特解 P
σ を再配分する（自己釣合系

の）材端応力を表していることが分かる。 

一般解（式(22)）に C
σ （式(30)）を代入する。 

 
PT( σH)GGC-Iσ

-1               (32) 
 

ここに、 P
σ は式(23)である。 

 （式(28)）は構成式（式(21)）を用いると、 
 

  
HD

T)(               (33)  
となる。上式右辺  に式(32)と式(23)を代入す

ると次式を得る。 
 

)(()( TT


  P-mH)DGGCIHD
-1   (34) 

 

上式の P に式(19)を代入して、 
 

    H)DGGCIHDK
-1 TT-1 ()(s         (35) 

 

とおくと、式(34)は次式のように表せる。 
 

   Λ-mK (1s                 (36) 
 

 上式より、節点角・節点変位ベクトル  で表

現する応力法方程式は次式で表せる。 
 

mKΛK(I   11 ss                (37) 
 

ここに、(ｎ, ｎ)型行列  
ΛK(I

1s が特異（式

(38)）のとき、骨組全体の座屈現象を表す。 

01  
ΛKI s            (38) 

 

６. 数値検証 

解法の近似化に伴い、中心圧縮力を受ける長柱 

（図 4）の大変形問題におけるチモシエンコの理論 

解８）との数値検証を述べる。特異点（式(38)）では頂点 

の水平変位が材長 (p) の 1/1000 になるように、座 

屈変位（式(37)  の）モードを与えた。図５は

頂点水平方向の荷重変位曲線である。同図中の○

印は軸変形を無視して有限回転を考慮する理論解

である。 

   

 

 

 

 

図４ エラスチカ問題（４分割） 
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図 5 頂点水平方向の荷重変位曲線 

 

７. あとがき 

以上、変位法を補完する解法として、節点角・

節点変位ベクトルで表現した平面合成骨組の更

新ラグランジ法による弾性安定問題の近似解法を

示した。また、その精度を確認した。応力法は自

己釣合応力系(式(25))が得られるので張力を導

入する構造システムにも適用可能である。 
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