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1.はじめに 

一対比較行列Ａが与えられた時に、各項目のウェイトが項

目間の相互評価を通して定まって行く様子を数学的に定式

化したものが動的平均化プロセスＤＡＰ(Dynamic Averaging 

Process)である。ＤＡＰは線形であり、2次項を考慮すると、

ＱＤＡＰ(Quadratic DAP)となる。 

本論文では、項目係数 n=3 の簡単なＱＤＡＰについて、一

対比較実験における 2 次項の係数推定法、ならびにＱＤＡ

Ｐ動特性を考察する。 

２．ＤＡＰの例(n=3) 

3 つの果物「りんご(i=1)、みかん(i=2)、バナナ(i=3)」がどの

程度好きかを、一対比較行列 A={   }のデータをもとに、相

互評価と平均化のプロセスにより数式化すると、(1)~(3)ある

いは,(4)のＤＡＰとなる。 

                                       (1)  

                                       (2)  

                                       (3)  

                                        

                                      i=1,2,3   (4) 

なお、通常は初期点 t=0 での初期ウェイトは情報が無いの

で、     =1,        ,        と設定する。ここで、

     =0とすれば、項目 iを無視することになる。又、各時

点でウェイト総和=1と正規化すれば、正規化条件(5)すなわ

ち更新式(6)を付与する。この場合、初期ウェイトは

                     となる。 

                              (5) 

                                 

                    i=1,2,3    (6) 

参考：一般のnについては、(7)となる。 

                         
      (7) 

 (4)は項目 iに対する一般式(n=3)であるが、以下を意味する。 

「時点t+1での項目iのウェイト  (t+1)は、時点tでの項

目1(りんご)から判断した項目iのウェイト(        )、項

目 2 (みかん)から判断した項目 iのウェイト(        )と

項目3 (バナナ)から判断いた項目iのウェイト        の3

つを足して, (n=)3で割った値(算術平均)で更新する。」 

 

図1:ＤＡＰ更新式の図解 

３．ＱＤＡＰの例(n=3) 

２節と同様に３つの果物を比較するが、その評価プロセス

が以下のＱＤＡＰ(8)～(10)で与えられる場合を考えよう。

                                             

                                           (8)  

                                                     

                                             (9)  

                                       (10)  

(8)の右辺第４項           を右辺第２項        と一緒に

     でまとめると(8a)、右辺第３項        と一緒に     

でまとめると(8b)と整理できる。同様に(9)の右辺第４項

           を右辺第１項        と一緒に     でまとめ

ると(9a)、右辺第３項        と一緒に     でまとめると

(9b)と整理できる。 

                                    

a13x3t/3                  (8a)  

        

                                                           

                                   

        )/3                      (9a)  
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以下では、更新式(8a),(9a),(10)の場合を考察する。 

更新式(8a),(9a),(10)を(11)式の形式で整理すると、実効的な一

対比較値A*＝{   
 }は(12)で与えられる。 

X(t+1)=
 

 
A*X(t)   (n=3)  (11)    



















333231

2322321

1331211

aaa

aadx+a

acx+aa

A*  (12)   

 (12)において、    ならば A=A* (13)が成立するが、

    ならば、一般には A    (14)となる。Aと A*は以

下の(1,2)要素と(2,1)要素以外は全く同じである。 

   
                          (15) 

   
                        (16) 

   …..従来通りの一対比較で、項目1(りんご)と項目2(みか

ん)の２つの項目のみに注目し(項目 3(バナナ)の事はその

存在を無視して)、両者を比較して項目２を基準に項目1が

何倍好きか？の測定値である。 

   
 …..目前に３つの項目(りんご、みかん、バナナ)を見せて

(あるいは頭の中で想定させて)、この３つの中で、項目２を

基準に項目1が何倍好きか？の測定値である。 

(15)より、項目３(バナナ)のウェイト  が ならば      ,

すなわち、項目３を想定してもそのウェイトが 0 ならば

「   
     」となることがわかる。そのウェイトが非零(す

なわち、正の時  >0), 項目3の存在を想定することにより

一対比較値(1,2)が   から        へと変化するならば、

    が  に比例するとし、その比例定数をcと考える 

              (17) 

従って、比例定数cは(18)より推定できる。 

c=    
            (18) 

(18)において、項目３のウェイト  はＱＤＡＰで２次の交

差項を無視した線形ＤＡＰの正規化した定常解を採用す

るのが一案である。線形ＤＡＰではウェイトベクトルを正

規化すれば必ず主固有ベクトルに収束するので、それを定

常解として用いればよい。 非線型なＱＤＡＰではウェイ

トベクトルは正規化しても収束する保証はないので、(18)

は近似推定式である。本来ならば、線形ＤＡＰの定常解の

x3と(18)により推定した比例定数 c を用いたＱＤＡＰの

近似定常解   とを比較し、両者が近似しなければ、   を

(18)のx3として、反復すべきあろう。 

同様に比例定数dは(19)より推定する。 

      
                        (19) 

   と   の間のみならず   
 と   

 に間にも逆比性の成立

を仮定するならば、cとdの間は(20)あるいは(21)の関係式

が成立する。 d=
     

       
  (20)    c=

     

       
 (21) 

4. 一対比較実験 

３つの果物「りんご(i=1),みかん(i=2),バナナ(i=3)」に

対して、7 人の被実験者に一対比較実験を行ったところ、

３人はA=  であり、残り4人は A   となった。すなわ

ち、項目iと項目jの一対比較時に他項目kを想定するし

ない事に影響を受けない者が７人中３人、影響を受ける者

が７人中４人、となった。 

この４人の中の１人のAと  を以下に示す。 

Ａ＝ 
     
     
   

  (22)       
       
        
   

  (23) 

但し,(23)のA*の(2,1)要素は(1,2)要素との逆比性から、2/3

とした。この例では、AとA*は(1,2)要素と(2,1)要素以外は

全く同じであり、３節のＱＤＡＰの例の定式化等を適用で

きる。 

 (22)のAに対する正規化ＤＡＰの定常解は(24)で与えられ

るので、比例定数c,dは(25)、(26)と推定できる。 

正規化ＤＡＰの定常ウェイトベクトル=(        ) (0.24,0.21,055) (24) 

c=10/11 0.90909    (25)   d=-20/33 -0.60606   (26) 

5. ＱＤＡＰの動特性 

４節の一対比較実験の一対比較行列データ(22)ならびに

(23)について、ＱＤＡＰの動特性を検討する。但し、(23)

の  の(1,2)要素   
     を0～20 の間でパラメータとし

て変化する。パラメータ  の(1,2)要素と(2,1)要素に逆比性

を仮定し、Ｐ＝   
 に対する比較定数 c, dを表1に示す。 

表１において、(24)より  =0.55とするとc, dは(27),(28)で

与えられる。 

c=20(P-1)/11     (27)         d=-c/P           (28) 

又、Ｐ＝0.01～0.1ならびにＰ＝4～20では、定常ウェイト
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ベクトルでの  が仮定した0.55から乖離したので、  ＝

0.5としたが、その場合にc, dは(29)、(30)であたえら与え

られる。 

c=2(Ｐ－１)     (29)         d=-c/Ｐ    (30) 

表１のＰ＝0.01～Ｐ= 100 のＱＤＡＰの正規化後動特性の

一部を図２に示す。 

 

（a）P=0.01(x3=0.5),c=-1.98,d=198 

 
（b）P=0.05(x3=0.5),c=-1. 9,d=38 

 
（c）P=0.1(x3=0.5),c=-1.8,d=18 

 

（d）P=0.5(x3=0.55),c=-0.909,d=1.8181 

 

（e）P=1(x3=0.55),c=0,d=0 

 

（f）P=2(x3=0.55),c=1.8181,d=-0.909 

 

（g）P=6(x3=0.5),c=10,d=-1.6666 

 

（h）P=20(x3=0.5),c=38,d=-1.9 

 
（i）P=100(x3=0.5),c=198,d=-1.98 

図２：ＱＤＡＰ動特性(正規化後ウェイトベクトル) 

 

「コメント１」 表１のＰ＝４、Ｐ＝６において、c, dの

推定時に       と      とした場合の定常ウェイ

トベクトル収束値を示したが、両者は非常に近似している

ことがわかる。 

「コメント２」 Ｐ＝0.05～10では、定常ウェイトベクト

ルが一定値に収束している。一方、Ｐ＝0(正確には0.01)

とＰ＝100では、定常ウェイトベクトルが、観察した範囲

では、周期２で振動している。 

 

６．おわりに 

周期２の振動特性の解明等が今後の課題である。 
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表１：パラメータＰ＝   
 に対する比例定数c, dとＱＤＡＰの定常ウェイトベクトル 

P=a*
12 

比例定数 
定常ウェイトベクトル 

c d 

0.01 

(x3=0.5) 
-1.98 198 

 
     
     
     

 と 
     
     
     

 の間を周期2で振動 

(t=13付近)しつつ、その後収束？ 

0.05 

(x3=0.5) 
-1.9 38  

     
     
     

 と 
     
     
     

 の間を周期2で振動(t=13付近) 

0.1 

(x3=0.5) 
-1.8 18  

     
     
     

  

0.5 

(x3=0.55) 
-0.9090 1.8181  

     
     
     

  

1 

(x3=0.55) 
0 0  

    
    
    

  

1.5 

(x3=0.55) 
0.9090 -0.6060  

     
     
     

  

2 

(x3=0.55) 
1.8181 -0.9090  

     
     
     

  

4 

(x3=0.55) 
5.4545 -1.3636  

     
     
     

  

4 

(x3=0.5) 
6 -1.5  

     
     
     

  

6 

(x3=0.55) 
9.0909 -1.5151  

     
     
     

  

6 

(x3=0.5) 
10 -1.6666  

     
     
     

  

8 

(x3=0.5) 
14 -1.75  

     
     
     

  

10 

(x3=0.5) 
18 -1.8  

     
     
     

  

20 

(x3=0.5) 
38 -1.9 

 
     
     
     

 と 
     
     
     

 の間を周期2で振動 

(t=13付近)しつつ、収束へ 

100 

(x3=0.5) 
198 -1.98 

 
     
     
     

 と 
     
     
     

 の間を周期2で振動 

(t=13付近)しつつ、その後収束？ 
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