
一般逆行列に基づく応力法による平面骨組の線形座屈解析 

- 変位モードによる定式化 - 

             日大生産工（院）  ○木村 祐貴 日大生産工 川島 晃 

          （株）中田捷夫研究室 常川 重樹

1. はじめに                                           

応力法は航空機尾翼など「フレームとせん断パ

ネルの接触問題の解法」１）として発達した。多

数部材から構成される建築骨組では長方行列で

表現される釣合式と適合条件（正方行列）を解く

必要があるため、計算効率が悪いとの理由からあ

まり普及していない。釣合式の一般解の解法は大

別して、次の二つがある。a）ガウス・ジョルダ

ン法を用いて、静定基本系（特解）と不静定力系

（余解）に分離する解法１）、２）。この解法は行列

演算上の分析が必要となるため、コンピュータに

よる自動計算には不向きであると指摘されてい

る 3）。ｂ）ムーア・ペンローズ一般逆行列 4）を

用いて、系全体の特解と余解を求める解法。この

解法は田中博士と故・半谷裕彦博士らにより、吊

り屋根や膜構造等の「不安定構造の構造問題（安

定化問題）」の定式化とその理論的考察に応用さ

れた５）６）など。川島らは「構造安定問題」におけ

る釣合式の一般解の理論的考察５）に着眼して、

応力法による骨組の分析法に活用している 7）～10）。 

本報告では弾性安定限界の分析における理論

的な特徴（変位法との関係）を明確にすることお

よび計算効率の向上を目的として、変位モードに

よる平面骨組の線形座屈解析の定式化を示す。 

 

２. 一般逆行列に基づく材端応力の力学的内容 

釣合式の一般解の解法にムーア・ペンローズ一

般逆行列を用いる材端応力（断面力）の力学的内

容は次の通りである。 

１）特解は、釣合いの最適近似解６）（剛体系と 

しての材端応力）を表す。 

２）余解（余力系）は変形の適合条件式により 

特解を再配分する（自己釣合系）材端応力を表す。 

 

３. 基本関係式の概要 

 

 

 

 

3.1 仮定事項および記号 

１）部材は断面の重心線（図 1 の局所座標 1y 軸）

で表す。 

２）荷重は節点に作用するものとする。 

３）骨組の全体座屈のみを扱う。 

４）弾性安定限界に及ぼす影響としては軸力と部

材回転の連成（PΔ効果）と軸力と曲げ変形の

連成（Pδ効果）のみを考慮する。 

５）また、せん断変形は考慮しない。 

 構成式と釣合式および幾何学的関係式に用い

る主な記号は次の通である。 

部材(p)の独立な材端応力は、図１に示す材端 

(A),(B)の曲げモーメント (A, p)m 、 (B, p)m と軸力

(p)n の３成分である。また、材端変形は相対たわ

み角 (A, p) , (B, p) と伸縮 )(p の３成分であり、こ

れらをまとめて次のベクトル記号で表す。なお、

行列の転置は上付添字 T で表す。 
 

T
(p)p)(B,p)(A,p ]n,m,m[           (1) 

 
T

(p)p)(B,p)(A,p ],,[             (2) 
 

ここに、（N,p）の N は単に材端を示す印である。

 p と  p は、部材番号順（p=1,2,・・・）に並 

べてと で表す。 
 

(Ν 1) (Ν 2), , 
              (3) 

 
  (N,2)(N,1)             (4) 

 

節点(N)に作用する力のモーメントを (N)m 、力 

のベクトルを (N)f として節点番号順（N=1,2,・・・） 

 

 

 

 

 

 

図１ 部材に用いる記号 
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に並べてm で表す。 
 

T
(2)(2)(1)(1) ],,m,,[m ffm            (5) 

 

節点(N)の節点角を (N) 、変位ベクトルを (N)u と

して節点番号（N=1,2,・・・）に並べて で表す。 
 

 T
(2)(2)(1)(1) ],,θ,,[θ uu         (6) 

 

基本関係式は無応力状態（初期形状）を基準と

して定式化する。以下にその概要を述べる。 

3.2 構成式 

 p （式(1)）と p)(N, （式(2)）の関係は柔

性行列を (p)H とすると、 

  p(p)p)(N,  H           (7) 
 

 ここに、断面主軸に関する断面二次モーメント

を (p)I 、部材(p)の断面積を (p)A 、材長を )(p とす

ると、 (p)H は弾性曲線式より式(8)で表せる。 
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 ここに、 
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式(7)は系全体に対して次式で表す。 
 

 H               (10) 

 ここに、H は柔性行列 (p)H （式(8)）を部材番

号順に対角項に並べた（ｍ, ｍ）型行列である

（ｍ：材端応力数（＝部材数×３））。 

3.3 釣合式 

釣合式は次式で表す。 
 

Dσm                        (11) 
 

上式右辺の D は釣合行列であり、部材の局所

座標 1y 2y 軸上に沿う単位ベクトル (p)
2

(p)
1 ,aa

（図２）で構成される。節点角・節点変位の自由

度数をｎとするとD は（ｎ,ｍ）型行列となる。 

3.4 幾何学的関係式 

（式(４)）と （式(６)）の関係は、式(12)

で表せる。 
 

 T
D                     (12)  

3.5 PΔ効果 

PΔ効果は、図３に示すように軸力 (p)n の方向変

化に伴う局所座標 2y 軸方向の成分力 )(p
2n で表

す。部材の（微小）剛体回転を )(pr 、相対変位を

)(p
2d とすると、 )(p

2n は式(13)で表せる。 
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)(p
2n は全体座標系に変換し、材端(A),(B)に及

ぼす力のベクトルを )) p(B,
2

p(A,
2 ~~ ,nn と置くと、 
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また、 )) p(B,
2

p(A,
2 ~~ , nn が節点(N=A,B)に及ぼす力 

のベクトルを (N)P で表す。これを節点番号

（N=1,2,・・・）に並べて P （式(15)）で表す。 
 

 T(2)(1) 00 ,P,,P,P              (15) 
  

骨組が構成されたとき、材端変位 p),(A,u p)(B,u  

(式(14))は節点(N=A,B)の変位ベクトル (N)u に等

しいから、系全体の節点角・節点変位ベクトル

（式(6)）を用いると、 p は次式のように表せる。 
 

  p               (16) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

図２ 部材の材端変位ベクトル 

 

 

 

 

 

 

 
   

図３ PΔ効果 
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式(16)のΛは式(14)右辺の（）内を系全体に

亘ってまとめた(ｎ, ｎ)型行列である。 

3.6 Pδ効果 

 軸力 (p)n と材軸 1y 上の任意点におけるたわみ

δによって材端 (A),(B) に付加される曲げを

p)(A,p , p)(B,p とし、まとめて p)(N,p （式(17)）

で表す。 p)(N,p は弾性曲線式より材端の変形

 p （式(２)）を用いて式(18)のように表せる。 
 

  T
p)(B,p)(A,p)(N, ]0,p,p[  p         (17) 

 

P)(N,p)(N, (p)τKp            (18) 
  

 上式の (p)K は 
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p)(N,p （式(18)）は全体座標系に変換し、系

全体に亘ってまとめ p とおくと、次式で表せる。  

T
DDKp                 (20) 

 

ここに、 K は行列 (p)K （式(19)）を部材番

号順に対角項に並べた（ｍ, ｍ）型行列である。 
 

４. 釣合式の一般解と変形の適合条件式 

 無応力状態に荷重m が作用したとき（現時点の

釣合）の安定条件に関わる釣合式の一般解と適合

条件式を定式化する。PΔ効果と Pδ効果を考慮

した釣合式は、式(11)と式(16)および式(20)の線

形和で与えられる。 
 

  PPDσm             (21) 
 

 ムーア・ペンローズ一般逆行列は、肩付き＋で

表す。釣合式（式(21)）の一般解σは次式のよう

に表せる。 
 

CP
σσσ                (22) 

 

 上式右辺 P
σ は特解である。 

 

)(
P

PP --mDσ 
               (23) 

 

ここに、（ｎ,ｍ）型行列 Dのランクは n （≦ｍ)

であり、 
D は（n ,n ）型の対称行列 T

DD を用

いて、単純な行列演算（式(24)）で求まる。 
 

1)( TT 
DDDD                      (24) 

 

式（22）右辺の C
σ は余解（荷重ベクトル 0m 

の解）であり、式(25)で与えられる。 
 

)(C
DD-Iσ

 Gγ                (25) 

 
r21

,,, gggG  （
i

g ：独立ベクトル）(26) 
 

式(26)の添え字 r は不静定次数（＝m-n）であ

る。式(25)の I は（ｍ,ｍ）型単位行列、 は任意

ベクトルである。また、（ｍ ,ｍ）型係数行列

)( DD-I
 はその独立な列ベクトル

i
g（自己釣合応

力モード）で作る（ｍ,ｒ）型行列G （式(26)）

で表す。なお、
i

g の導出は )( DD-I
 にグラムシュ

ミットの直交化法を用いると計算効率が良い 6）。 

次に、変形の適合条件式は自己釣合応力モード

i
g （式(26)）を仮想力とすると、次式のように

表せる。 

  HGτG
TT             (27) 

 

 節点角・節点変位ベクトル は、系全体の幾何

学的関係式（式(12)）より次式で表せる。 

 TT )()(   DD          (28) 
 

 

５. 応力法方程式と変位法方程式 

変形の適合条件式（式(27)）は式(22)と式(25)

より次式で表せる。 
 

0GHGHG  )()( PCP TT   (29) 
 

 上式右辺において、 
 

HGGC
T （C：（ｒ,ｒ）型対称行列）(30) 

 
とおくと、任意ベクトル は次式で与えられる。 
    

PT-1 HGCγ                  (31) 
                

余解 C
σ （式(25)）は 

 
PC T

HσGGCσ
-1                (32)  

となる。上式より、 C
σ は現時点の柔性関係によ

り特解 P
σ を再配分する（自己釣合系の）材端応

力を表していることが分かる。 

一般解（式(22)）に C
σ （式(32)）を代入する。  

PT( H)σGGC-Iσ
-1            (33) 

 

ここに、 P
σ は式(23)である。 

（式(28)）は構成式（式(10)）を用いると、 
 

 HD
T)(             (34)  

となる。上式右辺に式(33)と式(23)を代入する。 
 

)(()( TT
PP --mH)DGGCIHD

-1


   

・・・(35)  

 上式に式(16)と式(20)を代入して整理する。 
 

    H)DGGCIHDK
-1 TT-1 ()(s   (36) 

 

とおくと、式(35)は次式のように表せる。 
 

   
 T1 ( DDKΛ-mKs       (37) 
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 式(37)より、節点角・節点変位ベクトルで表現

する応力法方程式は次式で表せる。 
 

  mKDDKΛKI
1T1( 


  ss     (38) 

 

次に、変位法方程式との関係性を示す。 

 構成式（式(10)）逆関係は次式で表せる。 
 

 -1
H                          (39) 

 

無応力状態の釣合式(式(11))は、  
 

mDDHDσ  )( T-1                (40) 
 

 PΔ効果と Pδ効果を考慮した釣合式(式(21))

は式(16)と式(20)より次式のようになる。 
 

)( TT-1
DDKΛDDHPPDσ     

m                     (41) 

 上式右辺第１項において、次の記号を用いる。 
 

T-1
d DDHK             (42) 

 

 ここに、 dK は力学的境界条件を考慮した系全

体の線形剛性行列である。したがって、式(41) 

は両辺に
1

d


K 掛けると次式のように表せる。 

 

  mKDDKΛKI
-1

d
T-1

d )(        (43) 
 

応力法方程式（式(38)）の力学的内容は次の通

である。先ず、 -1sK (式(36))を再録する。 
 

  H)DGGCIHDK
-1 TT-1 ()(s  再録（36） 

  

１）不静定骨組（自由度数 n ＜ｍ）では、式(36)

右辺の（）内第２項 HGGC
-1 T は変形の適合条件

を満たすための柔性を表している。 

２）静定骨組（自由度数 n ＝ｍ）では、線形剛性

行列の逆行列（式(36)の -1sK と式(42)の
1

d


K ）

は同一式となる。つまり、次式が成立する。 
 

1T1T )()(   HDDHDD        (44) 

 

６. 変位モードによる線形座屈解析の定式化 

荷重m は、慣例に習い比例定数 λと荷重成分の

相対的な大きさを表す m を用いて式(45)で表す。 
 

mm                  (45) 
 

 応力法方程式（式(38)）において、節点角・節

点変位 に関する柔性行列が特異、すなわち、 
 

 0( T1  


DDKΛKI s       (46) 
 

のとき、の唯一な解は定まらないので座屈した

ことになる。m による部材(p)の軸力を (p)n とし、

(p)n を成分とする式(38)の行列 KΛ, を Λ , K

とおくと、線形座屈方程式は次式で表せる。 
 

   0DKDΛKI  
 T1(s      (47) 

 

 変位法についても、同様に次式で表せる。 
 

   0DKDΛKI  


T1

d (     (48) 
 

上２式は標準固有値問題に変換できる。 1sK

と
1

d


K の力学的関係は第５節で述べている。 

 

７. あとがき 

以上、PΔ効果と Pδ効果を独立成分として、

変位モードによる平面骨組の線形座屈解析を定

式化した。また、変位法との関係性を考察した。 

１）変位法を補間する理論的内容としては、座屈

荷重と材端応力・変位モードに及ぼす適合条件

（柱梁材の剛比関係）の影響を分析できる（第５

節）。 

２）アルゴリズムについては自己釣合系の材端応

力モード
i

g （式(26)）の計算が追加されるため

変位法に比べ煩雑となることは否めないが、釣合

式と適合条件式を結合する解法（応力の未知数

ｍ）３）に比べ、計算効率はかなり改善される。 
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