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1. はじめに                                           

応力法は、系全体の釣合式が長方マトリックス

で表現されるため、ガウス・ジョルダン法を用い

て正方マトリックスにするための努力に費やさ

れた１）、2）。この解法はマトリックス演算上の分

析が必要なため、コンピュータによる自動計算に

は不向きであると指摘されている３）。Patnaik ら

4）は仮想仕事法により得られる系全体の釣合式

と適合条件式を結合することにより材端応力（断

面力）を直接求める解法を提案した。この解法で

は系全体の支配方程式を不静定次数まで下げる

応力法の利点が失われる。川島らは線形方程式系

の数値計算法として有効なムーア・ペンローズ一

般逆行列 5）に基づく応力法を提案している 6）～8）。

また、応力モードによる骨組構造の自由振動解析

を提案している 9）、10）。 

本報では変位法との関係性を明確にすること

および計算効率の改善を目的として、これまでほ

とんど試みられてこなかった変位モードによる

ピン接合立体トラスの自由振動解析を提案する。 
 

２. 座標と仮定および記号 

図１の 1,2,3)i(ix は全体座標で右手系に設定する。

本報の定式化は等断面直線材で構成されたピ 

ン接合立体トラスで、部材はヤング係数 E をもつ。 

解析記号は英文字とギリシャ文字を用い、小文 

字細字はスカラー，小文字太字はベクトル、大文

字太字はマトリックスを表わす。肩付添字 T はベ

クトルおよびマトリックスの転置を、肩付添字   

はムーア・ペンローズ一般逆行列を表す。 

 

3. 基本関係式 

3.1 力の釣合式  図１に示す部材 (p)の軸力 (p)n と

材端力 p)B,p)A, , (( ff の関係は、次式で表せる。 
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図１ 座標系と部材の力学的諸量 

 

式(1)の (p) は部材の方向を示す単位ベクトル

である。式(1)は系全体に亘ってまとめる。図２

に示す立体トラスの一部については表１のよう

になる。次に、荷重 4)1) (( ff ～ と部材 (p)の材端力

,p)A,(f p)B,(f の関係は部材端と節点の接続関係から

表２のようになる。表中の 3I は（3×3）の単位マ 

トリックスである。表１と表２は次式で表す。 
 

  Bnf 
~

（表１）, fQf
~

 （表 2） (2), (3) 
 

軸力ベクトル n と荷重ベクトル f の関係は式

(2)と式(3)より次式で表せる。 

DnQBnf              (4) 

 ここに、 

  T
( 2 )( 1 ) ],[ fff  , T

(2)(1) ],[ nnn   (5), (6) 
 

3.2 幾何学的関係式  図３は部材 (p) に用いる幾 

何学的諸量である。部材 (p) の伸縮 (p) と材端変 

位 p)(B,p)(A, ,uu （図３）の関係は式(8)で表せる。 

   












 

p)(B,

p)(A,
T

(p)
T

(p)(p)
u

u
      (8) 

式(8)を系全体に亘ってまとめる。図２に示す 

立体トラスの一部については表３のようになる。 

また、材端変位ベクトル p)(B,p)(A, ,uu と節点変位ベ 

クトル )1,2,N)(N (u の関係は表４のように表せる。

表３と表４は式(9)と式(10)で表す。 
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図２ 立体トラスの一部 

 

表１ 材端力と軸力の関係 

（二重枠内：マトリックスB ） 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

表２ 節点荷重と材端力の関係 

（二重枠内：マトリックスQ ） 

 

 

 

 

 
 
 

  uB ~Tl （表３）, uQu
T~  （表４）(9), (10) 

 

伸縮ベクトル l と節点変位ベクトル u の関係

は式(9)と式(10)より次式で表せる。 
 

uDuQB)
T T( l                (11) 

 ここに、 

   T
(2)(1) ]Δ,Δ[Δ l             (12) 

 
T

2),1) ],[ (( uuu                   (13) 

 

３．３ 構成式 

 部材 (p) の柔性を (p)S とすると構成式は式(14) 

で表せる。 
 

   
図３ 部材の幾何学的諸量 

 

表３ 幾何学的関係 

  （二重枠内：マトリックス T
B ） 

 

 

 

 

 
 

表４ 節点変位と材端変位の関係 

（二重枠内：マトリックス T
Q ） 

 

 

 

 

 

 

 
  
 

 (p)(p)nS(p)               (14) 

ここに、 
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式(14)は、部材全体にまとめて次式で表す。 
 

Snl                    (16) 
 

 S は (p)S を対角項に並べたマトリックスである。 

 

4. 釣合式の一般解とその性質 

 ムーア・ペンローズ一般逆行列は，肩付き＋で 

表す。釣合式（式(４)）の一般解nは特解を P
n 、

余解（同次方程式の解）を C
n と書くと 
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CP
nnn               (17) 

 

 ここに、 

fDn
P               (18) 

 
)(C

DD-In
              (19) 

 

上式右辺の I は単位マトリックス、は任意ベ

クトルである。また、 )( DD-I
 の各列ベクトルは

自己釣合系の軸力モードを表している。 

一般解の力学的内容は次の通りである。 

１） P
n は釣合の最適近似解（文献 5））を与える。 

２） C
n は変形の適合条件を満たすための軸力を

表す。つまり、n と C
n のノルム比（ nn /C ）は

各部材の柔性関係に依存する軸力の感度を表す。 

次に、一般逆行列に関する数値計算上の取り扱

いを述べる。 )m(n, 型釣合マトリックス Dのラン

クは安定構造では n ( m ))であり， 
D は )n(n, 型

対称マトリックス T
DD を用いて式(20)で求まる。 

 
1)( TT 

DDDD                     (20) 
 

また、 )( DD-I
 の独立な列ベクトルはグラムシ

ュミットの直交化法を用いると計算効率（文献

11））が良い。この自己釣合応力系の独立ベクト

ルで作るマトリックスをG とし、をその任意性

より γ に置き換えると余解 C
n （式(19)）は次式

のように表せる。 
 

GγβDD-In   )(C              (21) 
 

 上式において、 
 

 r21 ,,, gggG               (22) 

ここに、 )( DD-I
 のランク（不静定次数） r は

次式で求められる。 

)trace(r DD-I
 （対角項の総和）   (23) 

 

５. 変形の適合条件式 

変形の適合条件式は，自己釣合応力系を仮想力

とすると次式のように表せる。 
 

0G l
T                 (24) 

式(24)左辺に構成式(式(16))を代入すると、適 

合条件式は次式で表せる。 

SnG
T                 (25) 

 系全体の幾何学的関係式（式(11)）より 
 

ll   TT )()( DDu          (26)  

で節点変位ベクトルu が求まる。 

式(26)は式(11)の特解のみ取り上げているが、

余解は（変形ベクトル 0u  で生じる）リンク機

構の節点変位ベクトルを表すから省略している。 

 

6. 応力法と変位法による系統的な自由振動解析 

6.1 自由振動方程式 

常用されている骨組構造の自由振動方程式は、

式(27)で表せる。 
 

0DnuM                (27) 
 

 この連立２階微分方程式の解は振幅マトリッ

クス Γ、固有振動数とすると次式で表せる 12）。 
tie u                  (28) 

tie2  u u
2               (29) 

 式(29)を式(27)に代入すると自由振動方程式

は次式で表せる。 
 

Mu
2 0Dn                     (30) 

 

6.2 応力法 

 式(30)左辺第１項（慣性力）を右辺に移項する。 

MuDn
2                    (31) 

 上式の特解は式(18)より次式で与えられる。 

)( 2P
MuDn                 (32) 

変形の適合条件式（式(25)）は 
 

0GγnSGnnSG  )()( PCP TT
  (33) 

 

 上式より 

PT-1
SnGCγ                (34) 

 ここに、 

SGGC
T               (35) 

である。 γ を式(21)に代入すると余解 C
n は 

 
PC T

SnGGCn
-1                 (36) 

nの一般解（式(17)）に式(36)を代入する。 
PT( S)nGGC-I

-1n                 (37) 
 

節点変位ベクトル u （式(26)）は構成式（式

(16)）を用いると 

SnDu
T)(                   (38) 

となる。上式右辺に式(37)と式(32)を代入する。 
 

)(()( 2TT
MuS)DGGCISDu

-1     (39) 

 ここに、 

2

1


                 (40) 
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とおくと固有振動数方程式は、 
 

uFu sλ                         (41) 

となる。ここに、 

MKF
-1

ss                 (42) 

である。上式右辺の -1
sK は 

 


-1

sK


S)DGGC-ISD
-1 T()( T （不静定系）

…(43) 

である。上式右辺（ ）内第２項の SGSGC
-1 T は

変形の適合条件を満たすための柔性を表してい

る。一方、静定系 )m(n  では、 


-1

sK


SDD
T)(  （静定系： 1  DD ） (44) 

 

6.3 変位法  

構成式（式(16)）の逆関係は次式で表す。 

l -1
Sn                         (45) 

復元力Dn（式(30)）は上式と幾何学的関係式

（式(11)）より 

uDDSDn
T-1             (46) 

で表せる。上式を自由振動方程式（式(30)）に代

入すると、 

)()( 2T-1 -1
MuDSDu           (47) 

 式(47)は式(40)を用いると 

    uFu dλ                 (48) 

で表せる。ここに， 

MKF
-1

dd                 (49) 

である。上式右辺の -1
dK は 
11

d )( T-1 
 DDSK           (50) 

である。静定系では 

1T-11

d ( 
 HD)DK            (51) 

であるから式(44)と同一式である。 

6.3 アルゴリズム 

応力法の解式をまとめると次のようになる。 

１）式(41)より と uのモード（正規化ベクト 

ル）を求める。 

２）慣性力による特解 P
n は式(32)で求まる。 

適合条件に依存する余解 C
n は式(36)で求まる。 

３）一般解nは式(37)で求まる。 

 変位法の解式をまとめると次のようになる。 

 ⅰ）式(48)より とu のモードを求める。 

 ⅱ）nは構成式（式(45)）と幾何学的関係式（式

(11)）より次式で求まる。 

uDSn
T-1                (52) 

７. まとめ 

 本論文では変位法との系統的な動特性の分析

に向けて、これまでほとんど試みられてこなかっ

た変位モードで書き下した応力法によるピン接

合立体トラスの自由振動解析を示した。 

１）変位法を補間する力学的内容としては、適合

条件に依存する自由振動数を分析できる。 

２）また、適合条件に依存する軸力モードの感度

特性（ nn /C ）を分析できる(第４節)。これは弾

塑性構造体の冗長性の評価に繋がる。 

３）アルゴリズムについては自己釣合軸力系G

（第４節）の計算が追加されるため変位法に比べ

煩雑となることは否めないが、計算効率は釣合式

と適合条件式を結合する解法（応力の未知数ｍ）

に比べ、節点変位モード（自由度ｎ＜ｍ）による

定式化により改善される。 
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