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1. はじめに 

生産可能集合ＰＰＳを定める各ＤＭＵの入力データ組（ｘ、

ｙ）は、生産可能規模伸縮率ｐを用いることにより、それら

をｐ倍した（ｐｘ、ｐｙ）の入出力データ組をＰＰＳを規定

するのに考慮できる。ｐ＞１の場合が入出力データの伸長拡

大であり、例えば、ｐ＝２では、２倍の入出力データを持つ

ＤＭＵ（生産活動）を、ｐ<１の場合が入出力データの縮少を

意味し、例えば、p=0.25では、１/４倍の入出力データを持つ

ＤＭＵを想定する。全ＤＭＵの共通の伸縮率を想定すると、

既存のＤＥＡ凸包モデルとなるが、本論文では、ＤＭＵ別に

伸縮率ｐが異なるＤＥＡモデルに対して、既存のＢＣＣモデ

ルに基づく「拡大ＢＣＣ解法」を提案する。 

なお、提案する「ＤＭＵ別生産可能規模伸縮率を持つＤＥＡ

凸包の拡大ＢＣＣモデル」は、例えば、巨大化した生産活動

ＤＭＵと極小の生産活動ＤＭＵに対して、共通の生産可能規

模伸縮率ｐを適用するのが妥当かという現実問題の疑問を解

決する際に生じたＤＥＡの応用モデルである。巨大化した生

産活動ＤＭＵに対してはこれ以上の規模拡大は不適切かもし

れないが、極小の生産活動ＤＭＵに対してはさらなる規模拡

大は当然かもしれない。このように規模伸縮率ｐはＤＭＵ別

に異なりうると考えられる。 

 

２．ＢＣＣ凸包モデルのＰＰＳ 

基本ＢＣＣモデルのＰＰＳ（ｘ、ｙ）は以下の（１）～（４）

で与えられる。 

          ｘ Ｘλ     （１） 

          ｙ Ｙλ     （２） 

          λ ０      （３） 

           eλ＝１     （４） 

但し、Ｘ＝（x1…..xj,…xn）、Ｙ＝（y1…..yj,…yn）である。 

（４）において、eλ＝ｐとした変形ＢＣＣモデルを考える。 

           eλ＝ｐ（＞０）   （５） 

（５）の両辺をｐで割り、ｓ＝λ/ｐと変数変換すると、次式（６）

～（９）を得る。 

           ｘ ｐＸｓ    （６） 

           ｙ ｐＹｓ    （７） 

           ｓ ０     （８） 

           es=1             （９） 

すなわち、（５）式のｐは全ＤＭＵの入出力データ行列（Ｘ、

Ｙ）を一律ｐ倍した（ｐＸ、ｐＹ）の乗数倍率と解釈できる。 

同様に、凸包モデルのＰＰＳ（ｘ、ｙ）は、（１０）～（１３）

で与えられるが、ｓ＝λ/ｐで変数変換し、共通伸縮率ｐを用い

て、（１４）～（１８）を得る。なお、共通伸縮率ｐの「共通」

とは正確には、入力と出力に共通かつ全ＤＭＵに共通という意

味である。 

「凸包モデルのＰＰＳ（ｘ、ｙ）」 

          ｘ Ｘλ     （１０） 

          ｙ Ｙλ     （１１） 

          λ ０      （１２） 

         Ｌ eλ Ｕ     （１３） 

「共通伸縮率ｐを用いた凸包モデルのＰＰＳ（ｘ、ｙ）」 

        ｘ ｐＸｓ     （１４） 

        ｙ ｐＹｓ     （１５） 

        ｓ ０       （１６） 

        es＝１               （１７） 

       Ｌ p Ｕ       （１８） 

ここで（１４）～（１７）はeλ＝ｐとした変形ＢＣＣモデルの

ＰＰＳに一致しており、（１８）より共通伸縮率ｐのとりうる

範囲を規定している。 
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３．ＤＭＵ別伸縮率を持つＤＥＡ凸包モデル 

ＤＭＵ毎に共通でない伸縮率（ＤＭＵｊがpj）を持つ場合のＤＥ

Ａ凸包モデルを以下に考察する（文献「１」参照）。 

（１４）、（１５）をベクトルxj,yjで再表現すると、（１９）、

（２０）となる。 

 ｘ Σｐ  （１９）   ｙ Σｐyjsj （２０） 

（１９）、（２０）における共通伸縮率ｐをＤＭＵ別伸縮率pj

に置換することにより、ＤＭＵ別伸縮率を持つＤＥＡ凸包モデ

ルのＰＰＳ（ｘ、ｙ）は（２１）～（２５）で与えられる。 

ｘ ∑  （２１） ｙ ∑ｐjyjsj （２２） 

ｓ ０ （２３） eｓ＝１ （２４） Ｌ p Ｕ （２５） 

ここで（１８）のＬ、p、Ｕはスカラー値であるが、（２５）の

Ｌ、p、Ｕはベクトルであり、（２６）で表記できる。 

   Ｌj ｐj Ｕj （ｊ＝１、・・・、ｎ）（２６） 

従って、ＤＭＵ別伸縮率を持つＤＥＡ凸包モデルのＤＭＵkの入

力指向効率値 を計算する効率性評価問題は（２７）～（３２）

で定式化される。 

           Ｚ＝ →ＭＩＮ     （２７） 

                 xk ∑    （２８） 

               Σpjyjsj    （２９） 

ｓ ０ （３０） es＝１ （３１）Ｌ ｐ Ｕ  （３２）      

同様に、出力指向効率値ηkを計算する効率性評価問題は（３３）

～（３８）で定式化される。 

          ｗ＝ →ＭＡＸ     （３３） 

           ∑pjxjsj    （３４） 

           Σpjyjsj  （３５） 

ｓ ０ （３６） es＝１ （３７） Ｌ ｐ Ｕ （３８） 

（２７）～（３２）において、変数は 、ｐ、ｓであり、従っ

て、本問題は（２８）（２９）の非線形性「pjsj」より、非線形

計画問題となる。 

 

４．ＤＭＵ別伸縮率を持つＤＥＡ凸包モデルに対

する拡大ＢＣＣモデル（文献「３」参照） 

拡大ＢＣＣモデルとは、入出力データ行列（Ｘ，Ｙ）を持つ既

存のｎ個のＤＭＵ群に加えて、下限入出力データ行列（XL,YL）

を持つｎ個の下限ＤＭＵ群と上限入出力データ行列（XU,YU）を

持つｎ個の上限ＤＭＵ群の合計３ｎ個のＤＭＵ群に対して、

（１）～（４）の基本ＢＣＣモデルを適用するアプローチであ

る。なお、下限ＤＭＵ群と上限ＤＭＵ群はＰＰＳを縮小・拡大

するための仮想的なＤＭＵなので、これらに対して効率値を求

める必要はない。 

 

５．評価例 

２つの例を通して、エクセルのソルバー機能を用いた非線形計

画法（２７）～（３２）による求解結果と既存のソフトウェア

であるＤＥＡソルバー「２」を用いた拡大ＢＣＣモデルにもと

づく求解結果が一致することを検証する。 

「例１：１入力1出力モデル」 

表１に入出力データと伸縮率上下限値データを示す。 

両アプローチによる効率値θの計算結果は小数点以下も完全に

一致した。その結果を表２に示す。なお、非線形計画法による

求解では非線形性ゆえに局所最適解に陥ることが頻発しており、

エクセルのソルバーでは複数の出発点を設定することにより対

処した。一方、拡大ＢＣＣモデルにもとづく求解結果ではＤＭ

Ｕ数は３倍となるが、問題がＬＰにとどまっているため既存の

ＤＥＡソルバー「２」により解を求めることが出来た。ここで、

ＤＭＵＨ１、ＤＭＵＨ２は拡大ＢＢＣモデルでのＤＭＵＨの伸縮率

下限値pＨL＝０．1と伸縮率上限値pHＵ＝２．０に対応する仮想Ｄ

ＭＵである。付録１にＤＭＵＡについての効率値 の定式化を

示す。又、付録２に図的解法を示す。     （例１の終わり） 

表２：例１の効率値θ（score）とＲＴＳの計算結果 

DMU Score RTS RTS of Projected DMU 

A 0.6398305  Increasing 

B 1 Constant  

C 0.5672727  Decreasing 

D 0.4576271  Increasing 

E 0.5353107  Increasing 

F 0.4058876  Increasing 

G 0.3973064  Decreasing 

H 0.5968523  Increasing 

I 0.1871469  Increasing 

H1 1 Increasing  

H2 1 Decreasing  
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 「例2：1入力２出力モデル」 

表３に入出力データと伸縮率上下限値データを示す。 

例１と同様に、両アプローチによる効率値θの計算結果は表４

に示すように完全に一致した。            （例２の終わり） 

表４：例２の効率値θ（Score）とＲＴＳの計算結果 

DMU Score RTS RTS of Projected DMU 

A 0.7037037  Constant 

B 1 Constant  

C 0.5672727  Constant 

D 1  Constant 

E 0.8179012  Constant 

F 0.4058876  Constant 

G 0.5034294  Constant 

H 1 Constant  

I 0.3888889  Constant 

H1 1 Constant  

H2 1 Constant  

 

６、おわりに 

数学的には（１）～（４）で規定される基本ＢＣＣモデルのＰ

ＰＳは、現存ＤＭＵ集合の入出力データ行列（Ｘ、Ｙ）をベー

スに、『現存ＤＭＵj1(xj1,yj1)と現存ＤＭＵｊ2(xj2,yj2)の凸結合

もＰＰＳに含まれ、又、ＤＭＵｊがＰＰＳに含まれるなら、ｘ

≧ｘjかつｙ≦ｙjを満足する（ｘ、ｙ）もＰＰＳに含まれ』とい

う規則により構成される。 

一方、数学的には（１０）～（１３）で規定される上下限制約

付凸包モデルのＰＰＳは現存ＤＭＵｊ(xj,yj)の入出力データベ

クトルを共にｐ倍したＤＭＵｊ(p) (pxj,pyj)（Ｌ ｐ Ｕ）（ｊ

＝１、・・・ｎ）をも仮想的な現存ＤＭＵとして扱う変形ＢＣ

ＣモデルのＰＰＳと解釈できる。ここで、伸縮率ｐは全現存Ｄ

ＭＵ群に共通である。全ＤＭＵ群に共通とは、全ＤＭＵが置か

れた生産活動規模の拡大縮小許容度の状況が同じであることを

意味している。 

本論文では、この規模伸縮率ｐがＤＭＵｊに依存してpj、従って、

上下限も（Lj,Uj）与えられる「ＤＭＵ別規模伸縮率を持つＤＥ

Ａ凸包モデル」を提案した。特殊な非線形計画法による定式化、

ならびに、拡大ＢＣＣモデルによる２つのアプローチにより効

率値を計算し、両計算結果が一致することを確認した。規模伸

縮率がＤＭＵ毎に異なりうるとは、各ＤＭＵが置かれた生産活

動規模の拡大縮小許容度の環境状況が必ずしも同じではないこ

とを意味する。例えば、５章の評価例１、２においては、ＤＭ

ＵＨのみがＤＭＵＨの事情により、規模の縮小と拡大を許容して

いる。又、ＤＭＵによっては規模の収穫増加型のものもあれば、

規模の収穫減少型のものもあり、その混在も考慮できる。また、

上下限ＤＭＵ群、局所最適解に対応した効率値の意味づけなど

は、今後の課題である。 
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付録２：評価例１の図的解法 

 

   図A2-1：評価例１の図的解法（文献「１」のｐ.87より）     
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表１：例１の入出力データと伸縮率上下限値データ 

 

表３：例２の入出力データと伸縮率上下限値データ 

 

 

 

付録１：評価例１の非線形計画定式化 

「ＤＭＵＡのＤＥＡ効率化値 の定式化」 

ｚ＝ →ＭＩＮ                                           A１-１ 

８ ８ ＋ ＋５０ ＋１４ ＋３８ ＋５４ ＋２８ ＋４８                      

A１-２ 

６ ６ ＋ ＋３２ ＋８ ＋２２ ＋２８ ＋２４ ＋１２                               

A１-３ 

s
T
＝（ 、 、 、 、 、 ）                                     A１-４ 

+ + ＋sF+ ＋ ＝１                                  A１-５ 

＝１、 ＝１、 ＝１、           A１-６                                     

０．1                                       A１-７ 

  

 

DMU  A  B  C  D  E  F  G  H  I  

入力データｘ  ８  １８  ５０  １４  ２４  ３８  ５４  ２８  ４８  

出力データｙ  ６  ２６  ３２  ８  １８  ２２  ２８  ２４  １２  

下限値PL  １  １  １  １  １  １  １  ０．1 １  

上限値PU  １  １  １  １  １  １  １  ２.０  １  

DMU  A  B  C  D  E  F  G  H  I  

入力データｘ  ８  １８  ５０  １４  ２４  ３８  ５４  ２８  ４８  

出力データｙ１  ５  １０  ９  １５  ２０  ８  ２５  ３０  ２０  

出力データｙ２  ６  ２６  ３２  ８  １８  ２２  ２８  ２４  １２  

下限値PL  １  １  １  １  １  １  １  ０．1  １  

上限値PU  １  １  １  １  １  １  １  ２.０  １  
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