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1. はじめに
AHP一対比較行列に対するウェイト推定法とし

て，完全情報については固有ベクトル法・対数最

小二乗法（幾何平均法），不完全情報については

Harker法・二段階法・対数最小二乗法などが代表
的であり，また，完全・不完全どちらにも我々が提

案している行毎 p次一般化平均に基づく一般化平

均ウェイト推定法が存在する．本稿では不完全情

報一対比較行列に対する対数最小二乗法の理論基

盤を新しい解釈の下で広げるとともに，さらに他

のウェイト推定法との関係性について明確にする．

2. 不完全情報一対比較行列に対する既
存のウェイト推定法

不完全情報一対比較行列に対するウェイト推定

法の代表例には，Harker法・二段階法・対数最小
二乗法などがあるが，ここでは，Harker法と対数
最小二乗法，及び我々が提案している一般化平均

ウェイト推定法について簡単に説明する．なお，本

稿では，一対比較行列を A = (aij)と定義し，集
合 Eを一対比較デザイングラフにおける・有・向枝集
合とする．但し，自己ループ (i, i)は Eには含まれ
ない．

2.1. Harker法
不完全情報一対比較行列A = (aij)において，項

目 iのウェイトを wi (i = 1, . . . , n)と仮定したと
き，欠落要素 (i, j) ̸∈ Eをウェイトの比wi/wjで置

き換えて作成した完全情報一対比較行列 Ã = (ãij)
に対して固有ベクトル法を適用する方法がHarker
法である．一般に，行列 Ã = (ãij)は以下のよう
に定めれば良いこととなる．

ãij =


1 + Mi i = j

0 i ̸= j ∩ (i, j) ̸∈ E

aij (i, j) ∈ E
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但し，Mi は第 i行の欠落要素数である．

そして，行列 Ãに関する固有値問題

Ãw = λw (1)

を解き，右主固有ベクトルを求めれば良い．

2.2. 対数最小二乗法（LLS）
一対比較値 aijを連続な実数とし，真のウェイト

の比 wi/wj にそれぞれ独立で常に正の確率変数と

する乗法型誤差 εij が加わったと仮定し，

aij =
wi

wj
· εij (i, j = 1, . . . , n, i < j) (2)

という構造を持つとする．ここで，誤差項 εij が平

均 1，分散 σ2の対数正規分布に従うと仮定すれば，

対数最小二乗法が最尤推定となる．ウェイトの比

率を一定とした制約条件下で非欠落要素のみに注

目し，(2)式の両辺の対数をとり誤差項の二乗の総
和を最小化する問題は以下で与えられる．

min
∑

i<j∩(i,j)∈E

{
ln aij − (lnwi − ln wj)

}2

(3)

s.t.
n∑

i=1

ln wi = 0 (4)

これをラグランジュ未定乗数法により解き，ウェ

イトを求める．もし，Aが完全情報一対比較行列

であるならば，この問題の最適解は以下のような

行毎の幾何平均に帰着される．

wi = n

√√√√ n∏
j=1

aij (5)

2.3. 一般化平均ウェイト推定法（未知ウ
ェイト代入法）

完全情報一対比較行列に対するウェイト推定法と

して，幾何平均以外にも行毎の算術平均や調和平均，

及びそれらを内包する一般化平均により推定する

方法が存在する．完全情報一対比較行列A = {aij}
の第 i行 ai = {ai1, ai2, . . . , ain} に，p次一般化平

均を適用して項目 iのウェイト wiを推定する方法
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を，p次一般化平均ウェイト推定法と呼ぶ．

wi =

(
1
n

n∑
j=1

ap
ij

) 1
p

(6)

不完全情報一対比較行列に対しては，欠落要素

が存在するために，この方法を直接適用することが

できないが，Harker法と同様に欠落している (i, j)
要素を wi/wj で置換して適用すると，(6)式を (7)
式のように拡張できる．

wi =

 1
n

(
ap

ii +
∑

j∈E(i)

ap
ij +

∑
j∈Ē(i)

(
wi

wj

)p
)

1
p

(7)
但し，集合 E(i)は節点 iを始端とする隣接節点

集合，集合 Ē(i)は節点 iを始端とする補グラフの

隣接節点集合であり，また，いずれの集合にも自

己ループ (i, i)は含まれない．
これは両辺に未知変数を含む非線形連立方程式

であり，この式を解くことで項目 iのウェイトを求

めることができる．このように，欠落要素をwi/wj

で置換してウェイト推定を行う方法を我々は総称

して「未知ウェイト代入法」と呼称している．

3. 対数最小二乗法の解釈の拡張
不完全情報一対比較行列に対する対数最小二乗

法は，いくつかの文献によると「行列Aの欠落要

素を無視し，非欠落要素のみについて考える」と

紹介されていることが多いが，これは見方を変え

れば，欠落要素を誤差なし（εij = 1）の wi/wj で

置き換えて生成される完全情報一対比較行列に対

して対数最小二乗法を適用することと同意である

（同様の考え方は刀根 [4]でもされているが，一般
の書籍等では解説されていないようである）．

ここで，欠落要素を āij とし，これを未知のウェ

イトの比 wi/wj で置き換えるという操作を制約条

件として記述すれば，以下の非線形計画問題とし

て定式化できる．

min
∑

i<j∩(i,j)∈E

{
ln aij − (lnwi − lnwj)

}2

+
∑

i<j∩(i,j)̸∈E

{
ln āij − (lnwi − lnwj)

}2

(8)

s.t.
n∑

i=1

lnwi = 0 (9)

ln āij = lnwi − lnwj

(
i < j ∩ (i, j) ̸∈ E

)
(10)

(10)式を (8)式に代入すれば，(3)式に帰着でき
るため，これは元の問題と等価である．

さて，この問題を整理せずに直接解くことを考え

よう．対数関数をαij := ln aij , ᾱij := ln āij , ui :=
ln wi と変数変換し，ラグランジュ未定乗数法を適

用する．まず，ラグランジュ関数を次式で定義する．

L =
∑

i<j∩(i,j)∈E

{
αij − (ui − uj)

}2

+
∑

i<j∩(i,j) ̸∈E

{
ᾱij − (ui − uj)

}2

− λ
n∑

i=1

ui

−
∑

i<j∩(i,j) ̸∈E

µij

{
ᾱij − (ui − uj)

}
(11)

ここで，αij は定数，ui, uj 及び ᾱij は未知変数，

λ, µij はラグランジュ乗数である．関数 Lの最適

性の 1次の必要条件は以下で与えられる．
∂L

∂uk
= − 2

∑
k<j∩(k,j)∈E

{
αkj − (uk − uj)

}
+ 2

∑
i<k∩(i,k)∈E

{
αik − (ui − uk)

}
− 2

∑
k<j∩(k,j) ̸∈E

{
ᾱkj − (uk − uj)

}
+ 2

∑
i<k∩(i,k)̸∈E

{
ᾱik − (ui − uk)

}
− λ

+
∑

k<j∩(k,j)̸∈E

µkj −
∑

i<k∩(i,k) ̸∈E

µik

= − 2

(
αkk +

∑
j∈E(k)

αkj +
∑

j∈Ē(k)

ᾱkj

)
+ 2nuk

− λ +
∑

k<j∩(k,j)̸∈E

µkj −
∑

i<k∩(i,k)̸∈E

µik = 0

(12)

∂L

∂ᾱij
=2
{

ᾱij − (ui − uj)
}
− µij = 0(

i < j ∩ (i, j) ̸∈ E
)

(13)

∂L

∂λ
=

n∑
i=1

ui = 0 (14)

∂L

∂µij
=ᾱij − (ui − uj) = 0

(
i < j ∩ (i, j) ̸∈ E

)
(15)

(12)式の展開には，逆比性と同項目間の評価値
= 1として

αij = −αji, ᾱij = −ᾱji, αii = 0 (16)

を利用している．

(13),(15)式より直ちに

µij = 0
(
i < j ∩ (i, j) ̸∈ E

)
(17)
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が得られるので，後は完全情報の場合と同様の操

作を行う．再び (16)式を考慮し，(12)式を kにつ

いて総和をすることで

λ = 0 (18)

を得る．(17),(18) 式を (12) 式に代入することに
より，

uk =
1
n

(
αkk +

∑
j∈E(k)

αkj +
∑

j∈Ē(k)

ᾱkj

)
(19)

となるが，(15)式から，

uk =
1
n

(
αkk+

∑
j∈E(k)

αkj+
∑

j∈Ē(k)

(
uk−uj

))
(20)

なので，変数を元に戻せば，

wk = n

√
akk ·

∏
j∈E(k)

akj ·
∏

j∈Ē(k)

wk

wj
(21)

が得られる．

以上のように，欠落要素を āij = wi/wj で置き

換えるという解法の方針では，最終的には両辺に

未知変数を含む非線形連立方程式になってしまっ

たが，完全情報と同じように行毎の幾何平均の形

式にすることができた．従って，不完全情報一対比

較行列に対し，対数最小二乗法を適用して得られ

るウェイトは，欠落要素を wi/wj で置換した幾何

平均 (21)式の非線形連立方程式を解くことによっ
ても求めることができる．

また，(21)式は幾何平均式であり，これを p次

一般化平均で置き換えれば，我々の提案している

(7)式の一般化平均ウェイト推定法に一致する．こ
れより，完全情報における固有ベクトル法・幾何

平均法（対数最小二乗法）・一般化平均法という一

連の関係は，不完全情報におけるHarker法・対数
最小二乗法・一般化平均法の関係に対応している

ことが明らかになった．

4. 3 × 3一対比較行列への適用
項目数 n = 3で一対比較デザイングラフが図 1

で与えられる不完全情報一対比較行列に対し，未

知ウェイト代入法（Harker法，一般化平均法）に
よりウェイト推定を行う．このケースでは (1, 3)要
素を欠落させているが，トポロジーを考えれば，ど

の要素を欠落させても変わらないので，一般性を

損なうことはないことを注意しておく．

A =

 1 a12 ( )
a21 1 a23

( ) a32 1

 (22)

1

2 3

図 1. 欠落測定値（破線）を持つ一対比較デザイン
グラフ

4.1. Harker法による推定
行列Aの欠落要素をwi/wj で置換すると，以下

の固有値問題を得る．

Ãw = λw (23)

Ã =

 2 a12 0
a21 1 a23

0 a32 2

 (24)

これより得られる固有方程式を解くと，

λ3 − 5λ2 + 6λ = 0

λ = 0, 2, 3 (25)

となり，従って，λmax = 3に対応する固有ベクト
ルは同次方程式

−w1 +a12w2 = 0
a21w1 −2w2 +a23w3 = 0
a32w2 −w3 = 0

(26)

を解き，w2 = 1で正規化すればw = (a12, 1, a32)T

となる（固有方程式の式展開には逆比性を利用）．

4.2. 一般化平均法による推定
行列 A の欠落要素を wi/wj で置換して一般化

平均法を適用すると，以下の非線形連立方程式を

得る．

w1 =
{

1
n

(
1p + ap

12 +
(

w1

w3

)p)} 1
p

w2 =
{

1
n

(ap
21 + 1p + ap

23)
} 1

p

w3 =
{

1
n

((
w3

w1

)p

+ ap
32 + 1p

)} 1
p

(27)

各式の両辺を p乗し，n倍すれば，次のように

変形できる．

nwp
1 = 1p + ap

12 +
(

w1

w3

)p

(29a)

nwp
2 = ap

21 + 1p + ap
23 (29b)

nwp
3 =

(
w3

w1

)p

+ ap
32 + 1p (29c)
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(29a)式を wp
1 について整理する．

nwp
1wp

3 − wp
1 = wp

3 (1p + ap
12)

wp
1 =

wp
3 (1p + ap

12)
nwp

3 − 1
(30)

(30)式を (29c)式に代入して整理すると (31)式を
得る．

nwp
3 =

nwp
3 − 1

1p + ap
12

+ ap
32 + 1p

nwp
3 (1p + ap

12) = nwp
3 − 1 + (ap

32 + 1p) (1p + ap
12)

nwp
3 =

ap
32 + ap

32a
p
12 + ap

12

ap
12

w3 =
{

1
n

(
ap
32

ap
12

+ ap
32 + 1p

)} 1
p

(31)

さらに (31)式を (30)式に戻せば，(32)式を得る．

wp
1 =

1
n

(
ap
32

ap
12

+ ap
32 + 1p

)(
1p + ap

12

)
ap
32

ap
12

+ ap
32 + 1p − 1

=

1
n

(
ap
32

ap
12

+ ap
32 + ap

32 + ap
12a

p
32 + 1p + ap

12

)
ap
32

ap
12

+ ap
32

w1 =
{

1
n

(
1p + ap

12 +
ap
12

ap
32

)} 1
p

(32)

w1, w2, w3 が得られたので，逆比性を利用して

w2 = 1で正規化する．

w1 =

{
1
n

(
1p + ap

12 +
ap
12

ap
32

)} 1
p

{
1
n

(
1

ap
12

+ 1p +
1

ap
32

)} 1
p

= a12 (33)

w3 =

{
1
n

(
ap
32

ap
12

+ ap
32 + 1p

)} 1
p

{
1
n

(
1

ap
12

+ 1p +
1

ap
32

)} 1
p

= a32 (34)

従って，すべての一般化平均パラメータ pに対

してHarker法と同一のウェイトが得られた（但し，
(33),(34)式を導出せずとも，(27)式と (31),(32)式
の対応関係からも明らかである）．

5. おわりに
本研究では以下の成果を得ることができた．

• 不完全情報一対比較行列に対する対数最小二
乗法が，欠落要素を wi/wj で置換して擬似的

に完全情報一対比較行列を生成し，対数最小二

乗法を適用する方法であることを再確認した．

• 欠落要素を整理せずに対数最小二乗問題を解

くことで，推定すべきウェイトが未知変数を

含む非線形連立方程式になってしまうが，幾

何平均の形に帰着されることを示した．また，

我々の提案している一般化平均ウェイト推定

法が，Harker法や対数最小二乗法の自然な拡
張であることを示した．

• 3× 3一対比較行列ならば（非欠落要素の値に
関わらず）欠落要素を wi/wj で置換すること

で完全整合一対比較行列を作りだすことがで

きるため，すべての pの値により同一のウェ

イトが得られる．このことは，2× 2完全情報
一対比較行列や完全整合性を持つ完全情報一

対比較行列に対して，p次一般化平均ウェイト

推定法を適用したときに，同一のウェイトが

得られることに対応している．逆に，n×n不

完全情報一対比較行列においては，wi/wj の

置換により完全整合一対比較行列を生成でき

れば，同一ウェイトを得られると考えられる．

さらに言えば，対数最小二乗法の本来の解法で

は最適解が線形連立方程式に帰着されることで解

析的に解けるため，幾何平均形式の非線形連立方

程式も如何なる欠落要素パターンでも解析的に解

けることが予想される．

本研究結果と対数最小二乗法におけるトポロジー

公式 [1, 2, 3]との関連性などを解明することにつ
いては，今後の課題としたい．
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