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1. はじめに                                           

節点系仮想仕事法による応力法は、静定基本系

および変形の連続条件による不静定力系の材端

応力の総和として求まる１）。釣合式の一般解の解

法に一般逆行列理論 2）を用いる応力法の力学的

内容は次のようになる。１）特解（非同次方程式

の解）は、「系全体の釣合のみを満足する材端応

力」を表す。２）余解（同次方程式の解）は『変

形の適合条件を満足する材端応力』を表す。物理

的には「剛体構造としての材端応力」およびこれ

を『柔性関係により再配分する（自己釣合の）材

端応力』を表す３）。したがって、本応力法は構造

システムの力学特性を分析する上での優位性が

ある。特に、形態抵抗構造としての機能を持つ立

体トラス構造（ベクトル構造システム）およびテ

ンション構造などのフォルム構造システム 4）の

分析に適している。本報ではこれら構造システム

の動特性の分析に向けて、応力モードで表現され

る線形弾性体の自由振動解析の定式化を述べる。 

 

２. 座標と仮定および記号 

図１の 1,2,3)i(ix は全体座標で右手系に設定する。

本報の定式化は等断面直線材で構成されたピ 

ン接合立体トラスで、部材はヤング係数 Eをもつ。

記号は英文字とギリシャ文字を用い，小文字細 

字はスカラー，小文字太字はベクトル，大文字太 

字はマトリックスを表わす。肩付添字 Tはベクト 

ルおよびマトリックスの転置を，肩付添字  はム 

ーア・ペンローズ一般逆行列を表す。 

(p)A :部材 (p)断面積 

(B)(A), ：部材の両材端 

 

 

 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

図１ 座標系と部材の力学的諸量 

  

(p) ：部材 (p)の材長 (p) ：部材 (p)の伸縮 

ｍ：部材総数   ｎ：変位の自由度数 

(p)n ：部材 (p)の軸力 

B)A,p)(NN,( f ：部材 (p)の材端力ベクトル 

f ：節点に作用する荷重ベクトル 

l ：伸縮ベクトル 

n ：軸力ベクトル 

B)A,p)(N(N, u ：部材 (p)の材端変位ベクトル 

 u ：系全体の節点変位ベクトル 

(N)x ：全体座標の原点 Oに対する位置ベクトル 

(p) ：部材 (p)の方向を示す単位ベクトル 

B ：材端力と軸力関係を表すマトリックス 

D：釣合マトリックス（＝Q B ） 

G ：自己釣合応力マトリックス 

3I ：（3×3）の単位行列 

mI ：（ｍ×ｍ）の単位行列 

M ：質量マトリックス（consistent mass 

matrix） 

Q ：接続マトリックス 

S：柔性マトリックス 
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3. 基本関係式 

3.1 力の釣合式  部材 (p)の力学的関係は図１を

参照する次式で表せる。 
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先ず、式(1)は系全体で行列表現する。 

一例として、図２に示す立体ラーメンの一部に

ついて表を用いて説明する。表１のように各行に

は部材 (p)の材端力 p)(B,p)(A, , ff の組を部材番号順、

また各列には軸力 (p)n を部材番号順に並べる。式

(1)を見ると部材 (p)の材端 (A)では (p)n に (p) が

掛けてあり、材端 (B)では (p) が掛けられている

から表１のようになる。出来上がったマトリック

スをB とする。 

次に、荷重ベクトル 4)1) (( ff ～ と部材 (p)の材端力

ベクトル p)B,p)A, , (( ff の作表を説明する。表２のよ

うに、各行には節点 (K)に作用する荷重ベクトル

)1,2,K)(K( f を節点番号順に、また各列には部材

(p)の材端力 p)(B,p)(A, , ff の組を部材番号順に並べ

る。図２を見ると、節点３には部材(1)(2）の材

端 (B)および部材(3)の材端 (A)が接続している

からこれら材端力に対応する場所に（3×3）の単

位行列 3I を代入する。こうして出来上がったマト

リックスをQ とする。表２の各列は表１の各行に

対応するから、釣合式は式(2)のように記号化で

きる。 

Bnf Q                (2) 

 ここに、 

  T
(2)(1) ],[ fff             (3) 

  T
(2)(1) ],[ nnn            (4) 

 

 

 

 

 

 

 

 

図２ 立体トラスの一部 

表１ 材端力と軸力の関係（二重枠内：マトリ

ックスB ） 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

表２ 節点荷重と材端力の関係（二重枠内：マト

リックスQ ） 

 

 

 

 

 

 

 

３.2 幾何学的関係式  図３は部材 (p)に用いる幾 

何学的諸量である。材長 (p) と材軸の方向を示す

単位ベクトル (p) および材端の位置ベクトル

B)A,(N)(N x には次の関係がある。 
 

  (B)(A)(p) (p) xx            (5) 

ここに、 

  2

1

})(){( (B)(A)
T

(B)(A)(p) xxxx    (6) 

   

図３ 部材の幾何学的諸量 
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部材 (p) の伸縮 (p) と材端変位ベクトル

p)(B,p)(A, ,uu （図３）の関係は式(7)で表せる。 
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 式(7)を系全体で行列表現する。図２に示す立

体ラーメンの一部について表を用いて説明する。  

表３のように各行には部材 (p)の伸縮 (p) を部

材番号順、また各列には材端変位ベクトル

p)(B,p)(A, ,uu の組を節点番号順に並べる。式(7)を

見ると部材 (p)の材端 (A)では p)(A,u に T
(p) が掛

けてあり、材端 (B)では T
(p) が掛けられているか

ら表３のようになる。出来上がったマトリックス

は表１の逆関係 TB になる。 

次に、トラスが構成されたときには材端変位ベ

クトル B)A,p)(N(N, u は、節点変位の連続性から節

点(N)の変位ベクトル N)(u に等しくなる。この関

係を図２に適用する。表４のように各行には部材

(p)の材端変位ベクトル p)(B,p)(A, ,uu の組を部材番

号順に、また各列には節点１～４の変位ベクトル

1)(u ～ 4)(u を並べる。節点３には部材(1)と(2）の

材端 (B)および部材(3)の材端 (A)が接続してい

るから、 3)(u に対応する場所に（3×3）の単位行

列 3I を代入する。出来上がったマトリックスは表

２の逆関係 TQ となる。表３の各列は表４の各行に

対応するから、幾何学的関係は式(8)のように記

号化できる。 
 

uB)TQ(l             (8) 

 ここに、 

  T
(2)(1) ]Δ,Δ[Δ l             (9) 
T

2),1) ],[ (( uuu                  (10) 

３．３ 構成式 

 部材 (p)の柔性を (p)S とすると構成式は 

  (p)(p)nS(p)             (11) 

 ここに、 

(p)

(p)
(p)

EA
S


             (12) 

式(11)を図２に適用すると表５（式(13)）で表

わせる。 

表３ 幾何学的関係（二重枠内：マトリック 

ス TB ） 

 

 

 

 

 

 
 

表４ 節点変位と材端変位の関係（二重枠内： 

マトリックス TQ ） 

 

 

 

 

 

 

 
 

 表５ 伸縮と軸力の関係（二重枠内：マトリック

スS ） 

 

 

 

 

 

 

Snl                  (13) 
 

4. 変形の適合条件式 

 釣合式（式(2)）は次式で表す。 

BDDnf Q ,        (14-1,2) 

式(14-1)の一般解はD のムーア・ペンローズ一

般逆行列を D とすると、 
 

   )( m DDIfDn                  (15) 
 

である。ここに、右辺第１項は特解、右辺第２項

は余解（自己釣合応力： 0Dn  の解）である。 mI

は単マトリックス、は任意ベクトルである。こ

の特解と余解の力学的および物理的意味は「1.

はじめに」で述べた通りである。 
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自己釣合系の係数マトリックス )( DD-I  の独立

なｒ個（不静定次数）の列ベクトルで作るマトリ

ックスをG とする。 はその任意性より γ に置

き換えると次式が成立する。  
GγβDD-I  )(         (16-1) 

 
ここに、 
 
  r21 ,,, gggG          (16-2) 
 

変形の適合条件は、（補）仮想仕事の原理より

次式のようになる。 
 
   0G lT               (17) 

式(17)に構成式(式(13))を代入すると、適合条

件式は次式で表せる 

  SnG T             (18) 

 つぎに、節点変位ベクトルuは幾何学的関係式

（式(8)）の特解のみ取り上げる（余解は伸縮ベ

クトル 0l の解であるから省略する）。u は式

(14-2)と式(13)を用いると  
  SnDDu TT )()(   l            (19) 
  

５. 応力法による自由振動解析の定式化 

 多自由度系の自由振動方程式は、次式で表せる。 
 

     0DnuM                       (20) 

 この連立２階微分方程式の解は振幅マトリッ

クスΓ、固有振動数、時間ｔとすると 
 

   tie u              (21) 

  tie2  u u2        (22) 

 式(22)の右辺uに式(19)を代入する。 
 

u 2 SnD T)(          (23) 
 

 式(23)を式(20)に代入すると、応力法による自

由振動方程式は次式で表せる。 
 

   M2 0DnSnD  T)(       (24) 
 

ここに、Mは（n×n）のマトリックス、D は

（n×m）のマトリックス、 S は（m×m）のマ

トリックス、n は m 次元ベクトルである。 

 静定構造（n＝ｍ）では自由振動方程式（式(24)）

を直接解ける。不静定構造（n＜ｍ）では式(24)

は変形の適合条件（式(18)）を付帯条件として解

く。この２式を部分マトリックス表示すると式

(25)で表せる。  
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 ここに、G（式(16-2)）のランクｒは n-mr 

である。式(25)は次のように記号化する 
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 上式の下付（）内はマトリクスの大きさを表す。 

 式(25)は式(26-1,2)を用いて、 
 

  0nMG 2  )
~~

(             (27) 
 

釣合マトリックス m)(nD と適合マトリックス

m)(r
T )( HG で構成される m)(m

~
G は非特異（行列

式 0~ G ）である。つまり、式(27)は標準固有

値問題に変換できる。 
 

  nAn               (28) 
 

 ここに、
2

1~1-~


 ,MGA    (29) 

 n を式(19)に代入し、変位モードuが求まる。 
 

６. まとめ 

 変形の適合条件を付帯条件として、応力モード

n で表現する自由振動解析の定式化を示した。特

徴として、慣性力（式(20)の第 1項）を応力の一

般解（式(15)）の特解項 f に置き換えると、柔性

関係に依存する感度が求まる。 
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