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1 はじめに

Analytic Hierarchy Process(AHP)では一対比較

行列より主固有値とそれに対応する主固有ベクトル

を求めて評価するのが一般的解法である。一方、最

小二乗推定を基にした解法では、得られている一

対比較の情報のみで評価ウエイトを決定するので、

完全情報・不完全情報の区別、一対比較値の逆数対

称性の制約がない、誤差解析 [7, 9, 12] ができる等

の利点がある [5]。先行研究として、バイナリ AHP

およびターナリ AHP[8] を対象とした解法として、

Bradley-Terry Model[1] によるminimax法 (MM)

と最小二乗法 (LS) を提案し、MM と LS の結果は

等しいことを示した [4] 。さらに重み付き最小二乗

法 (WLS)による解法を提案し、得られる解は常に

正であることを証明した [5] 。WLS は MM や LS

より優れていることが示され、良い結果が得られる

ことが期待された。しかし、WLS そのままの適用

では推定誤差の分散が一定にならないため推定法と

しては不十分であった。

そこで本研究では、WLS の推定誤差の分散が

一定になるように変数変換を行った。変換された

問題は幾何計画問題 [2, 6] となり、Gradient 法

[11] で解けるようになった。さらに Bradley-Terry

Model を各一対比較に重要度を導入する Multi-

Stage Bradley-Terry Model に拡張した。Multi-

Stage Bradley-Terry Model によるバイナリ AHP

は同様に幾何計画問題として解けることを適用例で

示す。

2 Bradley-Terry Modelによるバイナリ
AHP

代替案 iと j の対 (i, j)を一対比較した集合を E

としたとき、i が j より優れている (“i Â j”) の

みで判定するときバイナリ AHPという。Bradley-

Terry Modelでは、代替案 iの真のウエイトを ui(>

0) (i = 1, · · · , n)とすると “i Â j” となる確率 pij

を以下のように定義する。

pij = ui/(ui + uj) (1)

もちろん、pij + pji = 1である。

代替案 i と代替案 j で行われた一対比較の回数

を rij(≥ 0)、“i Â j”の数を xij し、ẋij(= xij/rij)

を pij の近似値とみなす。rij が小さい値の時、極端

な判定を防ぐため、ここでは緩和パラメータ θ(0 <

θ < 1/2) を導入し、以下の近似式を考える。

ẋij(1 − θrij ) ; ui/(ui + uj) for ẋij > 1/2 (2)

左辺を簡略して以下のように表現する。

ẋij(θ) ; ui/(ui + uj) (3)

近似の誤差 eij は以下のようになる。

eij = (ẋij(θ) − 1)ui + ẋij(θ)uj , (i, j) ∈ E (4)

この行列表現は以下のようになる。

e = Xu (5)

xij が確率 pij、試行回数 rij の二項分布に従うとす

ると、

E[ẋij ] = pij = ui/(ui + uj), (6)

V [ẋij ] = pij(1 − pij)/rij =
uiuj

rij(ui + uj)2
(7)

となり、

E[ẋij(θ)] ; ui/(ui + uj), (8)

V [ẋij(θ)] ; uiuj

rij(ui + uj)2
(9)

が得られ、期待値、分散は以下のように求まる。
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E[eij ] ; (
ui

ui + uj
− 1)ui +

ui

ui + uj
uj = 0,(10)

V [eij ] ; uiuj

rij
(11)

残念ながら、誤差の分散 V [eij ] は定数ではない。

そこで以下のような変数変換により推定誤差の分

散 V [εij ]を一定になるようにする。

vν = vij = (
uiuj

rij
)−1 =

rij

uiuj
, (12)

Λ = diag[v1, · · · , vr],
√

Λ = diag[
√

v1, · · · ,
√

vr],
(13)

ε =
√

ΛXu, (14)

V [εij ] = 1, (i, j) ∈ E (15)

ここで変数変換された誤差 εij は以下のようになる。

εij =
√

rij
√

uiuj
eij = ȳij

√
ui

uj
+ yij

√
uj

ui
(16)

ただし、

ȳij =
√

rij(ẋij(θ) − 1), yij =
√

rij ẋij(θ) (17)

であり、以下のようになる。

ε2
ij = ȳ2

ij

ui

uj
+ y2

ij

uj

ui
+ 2yij ȳij (18)

ここで、

aij = y2
ij , aji = ȳ2

ij (aii = 0), (19)

dT u = u1 + · · · + un = 1 (20)

とすると、誤差の二乗和を最小にするように ui (i =

1, · · · , n)を決定する問題は以下のようになる。

min f(u) = f(u1, · · · , un)

=
n∑

j=1

n∑
i=1

aij
uj

ui
(in u > 0)

sub(20). (21)

3 Multi-Stage Bradley-Terry Modelによ
るバイナリ AHP

簡単のために 2-stage Bradley-Terry modelを考

える。パラメータ σ を導入すると、σ = 1とした通

常の重要度集合 (i, j) ∈ E1 と σ < 1 とした重要度

の高い集合 (i, j) ∈ E2 に分けられ、以下のように

なる。
pij = uσ

i /(uσ
i + uσ

j ) (22)

ただし、E1 ∩ E2 = φ(empty set)、E1 ∪ E2 =

{(i, j)|rij > 0, i < j} であり、σ の値が小さいほ

ど高い重要度となることに注意。

Multi-Stage Bradley-Terry Modelでは σのかわ

りに wij を導入し、以下のようにする。

pij = u
wij

i /(uwij

i + u
wij

j ) (23)

誤差とその分散は以下のようになる。

eij = (ẋij(θ) − 1)uwij

i + ẋij(θ)u
wij

j , (24)

V [eij ]
.= (uiuj)wij /rij (25)

誤差分散が定数になるように変数変換すると以下の

ようになる。

εij =
√

rij√
(uiuj)wij

eij

= ȳij

√
(
ui

uj
)wij + yij

√
(
uj

ui
)wij , (26)

ε2
ij = ȳ2

ij(
ui

uj
)wij + y2

ij(
uj

ui
)wij + 2yij ȳij (27)

aij ( (17),(19) ) を導入すると問題は以下のように

なる。

min
u>0

f(u) =
n∑

i=1

n∑
j=1

aij(
uj

ui
)wij sub(20),

aij ≥ 0, aii = 0, wij = wji > 0 (28)

4 Multi-Stage Bradley-Terry Model バイ
ナリ AHPの解法

(28)は幾何計画問題であるが、次の変換を行うこ

とで凸関数の最小化問題に帰着される。

exν = (uj/ui)wij (29)

ここで ν = 1, · · · , N で N は (28)の項の数である。

(29)について対数をとると以下のようになる。

xν = −wij u̇i + wij u̇j , (u̇i = ln ui) (30)

(30)の行列表現は次のようになる。

x = Eu̇ (31)

ここで、x = [x1, · · · , xN ]T、u̇ = [u̇1, · · · , u̇n]T 、

E は exponent matrixと呼ばれる N × n行列であ

る。さらに (20)は次のように変換される。

u̇1 + · · · + u̇n = 0 (32)
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変換された問題は以下のようになる。

min g(x) =
N∑

ν=1

aνexν sub　 x = Eu̇

sub(32) (33)

ここで、aν は ν 番目の aij である。

(33)は Gradient法 [11]で解くことができる。

5 適用例

Multi-Stage Bradley-Terry Modelの適用例とし

て図 1に示す４チームのトーナメント戦での順位決

定を取り上げる。
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図 1 Tournament games

仮にチーム３とチーム４が対戦してチーム３が

勝ったとする。通常の Bradley-Terry Model では

図 2 に示すように各対戦の重要度はすべて１と

なる。
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図 2 通常の Bradley-Terry Model

得られた各チームのウエイトは

[ 0.56250, 0.18750, 0.18750, 0.06250 ]

となってチーム２とチーム３が同評価で順位がつか

ない。

Multi-Stage Bradley-Terry Model では図 3 に

示すように各対戦の重要度を w12 = 0.5, w13 =

w24 = 1, w34 = 2とする。
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図 3 Multi-Stage Bradley-Terry Model

得られた各チームのウエイトは

[ 0.585826, 0.184487, 0.149200, 0.080487 ]

となって全チームの順位が確定した。詳細を以下に

示す。

ここでは θ = 1/4とした時、(17),(19) から a12 =

a13 = a24 = a34 = 9/16, a21 = a31 = a42 =

a43 = 1/16より、g(x)は以下のようになる。

g(x) =
9
16

(ex1 + ex2 + ex3 + ex4)

+
1
16

(e−x1 + e−x2 + e−x3 + e−x4) (34)

したがって問題は以下のようになる。

min g(x) = f1 + f2 + f3 + f4

= (9ex1 + e−x1) + (9ex2 + e−x2)
+ (9ex3 + e−x3) + (9ex4 + e−x4)

sub u̇1 + u̇2 + u̇3 + u̇4 = 0 (35)

ただし、̇ui = lnui, (i = 1, · · · , 4)で、x1 = 0.5(u̇2−
u̇1), x2 = (u̇3 − u̇1), x3 = (u̇4 − u̇2), x4 = 2(u̇4 −
u̇3) である。行列表現は以下のようになる。

x1

x2

x3

x4

 =


−0.5 0.5 0 0
−1 0 1 0
0 −1 0 1
0 0 −2 2




u̇1

u̇2

u̇3

u̇4


また、u̇1 + u̇2 + u̇3 + u̇4 = 0 の関係から u̇1 =

−(u̇2 + u̇3 + u̇4) より変数が１つ減少し、以下のよ

うになる。
x1

x2

x3

x4

 =


1 0.5 0.5
1 2 1
−1 0 1
0 −2 2


 u̇2

u̇3

u̇4
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よって、解くべき問題は以下のようになる。

min g(x) = min g(Eu̇)
= min ϕ(u̇)

=
∑

i

∑
j

aije
(u̇j−u̇i)wij (36)

初期値を u̇ = [u̇2, u̇3, u̇4]T = [0, 0, 0]T、x =

[x1, x2, x3, x4]T = Eu̇ = [0, 0, 0, 0]T として Gra-

dient法で解くと、３５回の繰り返しで収束し、

u̇ = [−0.028415,−0.240709,−0.857903]T

が得られ、変数の数を元に戻すと

̂̇u = [1.127027,−0.028415,−0.240709,−0.857903]T

となった。

そして、対数をはずすと

û = e
bu̇ = [3.086466, 0.971985, 0.786070, 0.424050]T

となり、総和を１に正規化すると

û = [0.585826, 0.184487, 0.149200, 0.080487]T

が得られた。

このように、図 2 に示す各対戦の重要度がすべ

て同じである従来の方法では順位がつかなかったの

が、各対戦に重要度を加味することにより全チーム

の順位が確定した。

6 まとめ

本研究ではバイナリ AHP の解法として Multi-

Stage Bradley-Terry Model による WLS を提案

し、トーナメントの順位付けに適用し、以下のこと

が得られた。

(1) WLS を基にした解法について、変数変換によ

り誤差分散一定のモデルを作ることができた。

(2) Bradley-Terry Modelを拡張したMulti-Stage

Bradley-Terry Modelを提案し、一対比較の重

要度を設定できるようになった。

(3) 提案した手法は幾何計画問題に変換し、Gradi-

ent法で解けること示した。

今後の問題点として、一対比較の重要度をいかに

設定するかが課題である。
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