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1.1.1.1. はじめにはじめにはじめにはじめに    

ある項目 kの評価ウェイト wkを相対比較集合 Skに

属する項目との一対比較に基づく相対比較値の何らか

の平均操作により決定する評価平均モデルにおいて、

完全一対比較情報下での Saaty博士による AHP 固有

ベクトル法が自然な形で導かれる点を説明する。更に、

評価平均モデルに基づき AHP 固有ベクトル法を一般

化する。ここで、評価平均モデルに基づく AHP 固有ベ

クトル法の一般化が、パス代数における固有ベクトル

概念と解釈できることを提案する。更に、不完全一対

比較情報下では、Saaty型 AHP 固有ベクトル法は

Harker法に帰着する点も証明する。 

 

2.2.2.2. 評価平均評価平均評価平均評価平均モデルモデルモデルモデル    

項目 kのウェイトwkを項目 kの相対比較集合 Skに属

する項目 j∈Skとの一対比較値 ak j(項目 kは項目 jを基

準に何倍重要か?)に基づく評価比較値 ak jwjを用いて、

Skに属する項目 j全体の何らかの平均操作により(1)式

の評価平均モデルで決定する(図 1)。 
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但し、Sk = {1,2,…,n }, | Sk | = nより一般的に(2)式で

記述できる。 
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例えば、算術平均ならば評価平均モデル式は(3)

となる。 
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図 1: 評価平均モデル 

 

3.3.3.3. 算術平均算術平均算術平均算術平均のののの評価平均評価平均評価平均評価平均モデルモデルモデルモデル    

3333.1.1.1.1    完全情報完全情報完全情報完全情報のののの場合場合場合場合    

項目数 N=4の場合について、以下に例示する。 

[[[[例例例例 1111]]]]    N=4, Sk = {1,2,3,4} ( k =1,2,3,4)。自分自身も含

めた 4項目の算術平均によりウェイトを決定するモデ

ルである。 
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(例 1終り) 

ベクトル行列表現では(5)式となる。 

ww Α←
N

1
                (5) 

Saaty型固有ベクトル法では(6)式の反復形である。 

ww Α←                    (6) 

すなわち、Saaty型固有ベクトルでは一対比較行列 A

の右主固有ベクトル、算術平均•評価平均モデルでは 
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N

1
Aの右主固有ベクトルを求めているが、固有値が 

N分の 1になるだけで、固有ベクトルは同じである。 

 

3.23.23.23.2    不完全情報不完全情報不完全情報不完全情報のののの場合場合場合場合    

[[[[例例例例 2222]]]]    N=4, Sk = {1,2,3,4} - { k } ( k =1,2,3,4)。自分自身

は含めない他 3項目との算術平均により、ウェイトを

決定するモデルである。 
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(例 2終り) 

 [例 1]の(4)式と[例 2]の(7)式を比較すると、((4)式の

各両辺に 4を乗じ、(7)式の各両辺に 3を乗じ、aii =1

に注意すれば)両者は同じ代入式であることがわかる。 

    [[[[例例例例 3333]]]]    N=4, Skは図 2の一対比較デザイングラフで

与えられる。すなわち、S1 = {1,2,4}, S2 = {1,2,3},  

S3 = {2,3,4},S4 = {1,3,4} (但し、自分自身を含めない方式

では S1 = {2,4}, S2 = {1,3}, S3 = {2,4}, S4 = {1,3}となるが結

果は同じ)。 
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図 2: 例 3の一対比較デザイングラフ 
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(例 3終り) 

 (8)式の各両辺に 3を乗じ、aii =1に注意すると次式

を得る。 

414321211 013 wawwaww +++←          

432321212 013 wwawwaw +++←          

434323213 103 wawwaww +++←          

434321414 103 wwawwaw +++←      (9) 

 (9)式の k番目の両辺にwk ( k =1,2,3,4)を相加すると、

(10)式を得る。 

414321211 024 wawwaww +++←          

432321212 024 wwawwaw +++←          

434323213 204 wawwaww +++←          

434321414 204 wwawwaw +++←     (10) 

 (10)式の各両辺を 4で除すれば、この反復式は

Harker法の反復式に一致する。次節 3.3で Harker

法の一般論を展開する。 

 

3.33.33.33.3    不完全情報下不完全情報下不完全情報下不完全情報下のののの算術平均算術平均算術平均算術平均•評価平均評価平均評価平均評価平均モデモデモデモデ

ルとルとルとルと HarkerHarkerHarkerHarker法法法法のののの等価性等価性等価性等価性    

不完全情報下では評価平均モデル式は一般的に 

(11)式で与えられる。 
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両辺に| Sk |を乗じると、(12)式を得る。 
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両辺に(N-| Sk | )wkを相加すると、(13)式を得る。 
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ここで、(13)式の右辺に注目すると、N-| Sk |は N×N

一対比較行列 Aの第 k行の欠落要素数であり、不完全

情報下のHarker法の反復過程と同じである(厳密には、

左辺を N分の 1すれば)。すなわち、Harker法の加工

行列を A*とすれば、算術平均•評価平均モデル式に従

えば、(14)式で、原形 Harker法では(15)式で反復計算

する。 
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4.4.4.4. 評価平均評価平均評価平均評価平均モデルのモデルのモデルのモデルの一般形一般形一般形一般形    

(1)式あるいは(2)式の一般的な平均操作を(16)式ある

いは(17)式で記述する。 

( )kjjkk jwaw SG ∈←             (16) 

( )kjjkkk jwaw SG ∈←           (17) 

 (17)式では、ウェイト wk毎に異なる平均操作をとり

うる(例えば、w1は算術平均、w2は幾何平均、等々)。 

以下に例 4，5，6，7，8により一般形を説明する。

但し、項目数 Nの完全情報下で一般化平均を採用した

場合については、文献[1,2]を参照のこと。 

[[[[例例例例 4444]]]]    N=4, Sk = {1,2,3,4} ( k =1,2,3,4), 

G(ak jwj | j∈Sk )=2-
kj S

max
∈
{ ak jwj }.     ここで“2-max ”は 

2番目に大きな値をとる演算子である(細かくは、値に 

重複を許容する場合としない場合等に分かれる)。 

( )4143132121111 ,,,max2 wawawawaw −←        

( )4243232221212 ,,,max2 wawawawaw −←       

( )4343332321313 ,,,max2 wawawawaw −←       

( )4443432421414 ,,,max2 wawawawaw −←  (18) 

(例 4終り) 

2-max以外にも、P-max,P-min,上位 q名の平均, 

メディアン等の代表値など、一般化平均[1,2]では表現

できない平均操作(あるいは代表値操作)を考慮できる。 

[[[[例例例例 5555]]]]    N=4, Skは図 2のデザイングラフ、 

G(ak jwj | j∈Sk )=         (すなわち、行毎幾何平均)。 

( ) 31
4211412111 wwwaaaw ←              

( ) 31
3212322212 wwwaaaw ←              

( ) 31
4323433323 wwwaaaw ←              

( ) 31
4314443414 wwwaaaw ←         (19) 

 (19)式の各両辺を 3乗すると、(20)式を得る。 
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3
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431444341
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 (20)式の k番目の両辺に wk ( k =1,2,3,4)を相乗すると、

式(21)を得る。 
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これを一般化すると、(13)式相当として(22)式を得る。 

1S

s

NN +−

≠
∈
∏ ×← k

k

k

kj
j

kkjjkk wawaw           (22) 

すなわち、幾何平均版 Harker法では、Harker法の

加工行列 A*の単純な行毎幾何平均ではなく、欠落要素

を無視し、かつ対角要素の値 kka だけ wkを( +− kSN 1)

次べき乗し、N乗根をとる反復過程となる。(例 5終り) 

[[[[例例例例 6666]]]]    N=4, Skは図 2のデザイングラフ、 

G(ak jwj | j∈Sk )=    { ak jwj }  (すなわち、行毎最大値)。    

 

{ }4142121111 ,,max wawawaw ←            

{ }3232221212 ,,max wawawaw ←            

{ }4343332323 ,,max wawawaw ←            

{ }4443431414 ,,max wawawaw ←       (23) 

(例 6終り) 

[[[[例例例例 7777]]]]    N=4, Skは図 2のデザイングラフ、 

G(ak jwj | j∈Sk )=              (すなわち、行毎二乗平

均)。 
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一般化平均([1,2])においてパラメタ p =2とした場合

の不完全情報版である。(例 7終り) 

    [[[[例例例例 8888]]]]    N=5, Skは図 3のデザイングラフ、 

G(ak jwj | j∈Sk )=        (すなわち、行毎算術平均)。

S1 = {1,2,3,5},S2 = {1,2,3},S3 = {2,3,4},S4 = {1,3,5},S5 = {1,4}。 
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図 3: 例 8の一対比較デザイングラフ 
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( )5154143132121111
4

1
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( )5354343332321313
3

1
wawawawawaw ++++←         

( )5454443432421414
3

1
wawawawawaw ++++←         
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非対称な一対比較測定、対自己比較(selfloop)の非一

貫性など算術平均での最も一般的なケースを考慮した。 

(例 8終り) 

 

5.5.5.5. パスパスパスパス代数代数代数代数におけるにおけるにおけるにおける固有固有固有固有ベクトルベクトルベクトルベクトル    

線形代数におけるベクトル変数版連立 1次方程式 

A x = bならびに行列変数版連立 1 次方程式 A X=Bをパ

ス代数へ一般化すると、x =A x + bならびに X=A X+B 

となる(例えば、文献[3])。これは、線形代数における

逆行列 A-1あるいは「方程式の解」のパス代数への拡

張であり、概念的には X=(I-A)-1B , (I-A)-1=∑Akにより

ネットワーク上でのパス(path)としての特性付けが可

能である。さて、それでは線形代数における固有値•

固有ベクトル問題「A x = λ x」はパス代数ではどのよう

に一般化できるだろうか？本章では、評価平均モデル

に基づく AHP固有ベクトル法の反復過程(16)(あるい

は(17))において、平均操作関数 Gを 2項演算子に限定

すると、それがパス代数における固有ベクトル法と解

釈できることを示す。 

    [[[[例例例例 9999]]]]    N=4で完全情報のパス代数。 

例 1において ai jwjを(ai j ⊗ wj ) 、+を⊕とした反復式であ

り、平均のための 1/4は除く。 

( ) ( ) ( ) ( )4143132121111 wawawawaw ⊗⊕⊗⊕⊗⊕⊗←       

( ) ( ) ( ) ( )4243232221212 wawawawaw ⊗⊕⊗⊕⊗⊕⊗←       

( ) ( ) ( ) ( )4343332321313 wawawawaw ⊗⊕⊗⊕⊗⊕⊗←       

( ) ( ) ( ) ( )4443432421414 wawawawaw ⊗⊕⊗⊕⊗⊕⊗←  (26) 

(例 9終り) 

 (26)式をベクトル行列表現すれば一般的な反復式

(27)ならびに等式(28)を得る。 

ww ⊗Α←              (27) 

ww ⊗Α=⊗λ              (28) 

但し、(27),(28)での⊗はベクトル行列間の演算子であ

る。等式(28)を N=3について書き下すと、(29)となる。 

 

( ) ( ) ( )3132121111λ wawawaw ⊗⊕⊗⊕⊗=⊗  

( ) ( ) ( )3232221212λ wawawaw ⊗⊕⊗⊕⊗=⊗          

( ) ( ) ( )3332321313λ wawawaw ⊗⊕⊗⊕⊗=⊗     (29) 

 

AHPで採用されている比率形一対比較では、項目 j

を基準にした項目 kの相対比較値は「ak jwj」と推定で

きるので、(29)において直列演算子(あるいは一般化乗

算) ⊗は通常の乗算×となる。並列演算子(あるいは一般

化和算) ⊕としては、通常の和算、max演算,min演算

などの 2項演算が考えられる。通常の和算「a ⊕b=a+b」

を採用すれば、通常の線形代数での固有値問題に帰着

する。但し、a ⊕b=(a+b)/2などの平均演算では、必ずし

も分配律などが成立しないので、注意を要する。 

 

6.6.6.6. おわりにおわりにおわりにおわりに    

比較対象となる集合からの各相対比較値の平均操作

による各項目の相対評価が定まるという「評価平均モ

デル」を提案し、これに基づき Saaty型の原形 AHP

固有ベクトル法、Harker法などの既存の代表的な固

有ベクトル法を再検討した。さらに、評価平均モデル

に基づき、様々な新しい固有ベクトル法を考案した。

又、評価平均モデルに基づき AHP固有ベクトル法が

パス代数における固有ベクトル概念と解釈できること

を主張した。すなわち、評価平均モデルでの反復過程

は、パス代数における固有ベクトルのパワー法(べき乗

法)の具体例として見ることができる。 
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