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1.1.1.1. はじめにはじめにはじめにはじめに    

生産システムにおける効率性ゲーム(〔1〕)に対

して，超効率(super-efficiency)を測定する DEAモ

デルに基づく解釈を提案する。 

多品種最大フロー問題も一種の生産システムの

生産計画問題とみなせるが，「多品種最大フロー=

多品種最小カット」定理(〔2〕)に基づき，これを

生産効率性ゲームに適用することにより，超効率

性 DEAモデルとして解釈を与える。 

 

2.2.2.2. 準備準備準備準備    

生産効率性ゲーム，多品種最大フロー＝最小カ

ット定理，超効率性 DEAモデルについて説明する。 

 

2.1  生産効率性ゲーム(〔1〕) 

  生産計画問題: 

   Z=cTx→max 

      A x≦b                            (1) 

        x≧0 

  資源評価問題: 

   W=bTy→min 

      ATy≧c                            (2) 

      y≧0 

  A={aij}は製品の資源使用量行列，b={bi}は資源

量(列)ベクトル，c={cj}は製品収益(列)ベクトルであ

る。(1)において，s={sj}，cjxj=sj，B={bij}，bij=aij/cj

とすると，(3)を得る。 

 収益最大化生産計画問題： 

   Z=1Ts→max 

      Bs≦b                             (3) 

        s≧0 

但し，c≧0を仮定する。又，(3)において，sjは製

品 jの収益額，bijは製品 jの収益 1単位を生み出す

ために必要な資源 iの使用量である。 

 

2.2  多品種最大フロー=最小カット定理(〔2〕) 

  多品種最大フロー問題のパス型定式化： 

   f=1Tx→max 

      Px≦c                             (4) 

       x≧0 

ここで，x={xj}はパスフローベクトルで，xjはパス

jのフロー量，P={pij}は枝－パス接続行列で，pijは

パス j が枝 i を含む時 1 で，それ以外は 0，c={ci}

は枝容量ベクトルで，ciは枝 iの容量値である。 

 

 多品種最大フロー=最小カット定理 
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ここで，v={vi}は枝評価ベクトルで，viは枝 iのウ

ェイト，Pjはパス jの枝接続(列)ベクトルで，P={P1，

P2，…，Pj，…，PN}である。 

 

2.3  超効率性 DEAモデル 

 DMUkの超効率性 DEA・入力指向型 CCRモデ

ル定式化： 
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ル定式化：  
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ここで，xj，yjは DMUjの入力データ，出力デー

タ列ベクトル，u，vは入力項目，出力項目のウェ

イト列ベクトルである。(6)においては右辺分母の

max で j≠k と DMUkを除外し，(7)においては右

辺分母の min で j≠k と DMUkを除外している点

が，超効率性 DEA モデルの定式化の特徴である。

又，CCRモデルでは，θ=η－1が成立する。 

 

3.3.3.3. 多品種最大多品種最大多品種最大多品種最大フローフローフローフロー問題問題問題問題のののの超効率性超効率性超効率性超効率性DEADEADEADEAモデルモデルモデルモデル    

(5)と(7)を比較し，拡大パス行列 P’={P1，P2，…，

PN，c}を既存のパス行列 P に枝容量ベクトル c を

付与して定義する。 

(7)において，yj=1とし，uTyj=1より(8)となる。 
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ここで，xj⇔pj(j=1，…，N)，xk⇔cと対応させる

と，(9)を得る。 
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すなわち，多品種最大フロー問題(従って，多品

種最小カット問題)は，「Pjを入力データ(列)ベクト

ルとして持つパス jを DMUj(j=1，2，…，N)とし

て，c を入力データとして持つ k=N+1 番目の

DMUkとして考えた時に，DMUkのDMUj(j=1，2，

…，N)群に対する超効率値(厳密には，その逆数)

を評価する問題」である。但し，出力データ項目

数=1 で，データ値もすべて 1 である，yj=1(j=1，

…，N，N+1=k)。 大ざっぱに言うならば，DMUj(j=1，

…，N)は，パス jを入力資源として使うことにより

フロー出力値 1 を達成する。これらの DMU 群

{DMU1，…，DMUN}と比較して，枝容量ベクトル

c の全枝容量を入力資源として使うことによりフ

ロー出力値１を達成する注目 DMUkがどれほど効

率的か(あるいは，非効率的か)を評価する,と言える。 

〔例 1〕図 1に示す 2品種フローネットワークに

おいて，点 a－c，点 b－d間にフローを流す場合を

考える。枝－パス接続行列は(10)で与えられる。 

54321パス  
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図 1   2品種フローネットワーク(a－cと b－d) 

例えば，パス 1は枝 1，4の a－c間の径路，パス 4は枝

1，2の b－d間の径路に対応する。 

 

枝容量ベクトル c=(2，1，3，3，4)Tの場合には，

(9)式のminは，v=(0，1，1，1，0)Tで達成される。

vTc=7，min{vTPj}=1となり，(11)となる。 

fmax  = θ－1  =7           (11) 

枝容量ベクトル c=(2，1，3，4，3)Tの場合には，

(9)式のminは，例えば，v=(1，1，2，1，1)Tで達

成され, vTc=16，min{vTPj}=2となり，(12)となる。 

fmax  = θ－1  = 8      (12)  ＜例 1終り＞ 

 

4.4.4.4. 生産効率性生産効率性生産効率性生産効率性ゲームのゲームのゲームのゲームの超効率性超効率性超効率性超効率性 DEADEADEADEAモデルモデルモデルモデル    

(3)と(7)を比較し，拡大係数行列 B’={B，b}を既

存の係数行列Bに右辺定数ベクトルbを付加して，

定義する。 

B’={B，b}={b1，b2，…，bN，b}     (13) 

b 点 a 

c d 

枝 1 

2 3 
4 

5 
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(7)において，yj=1とし，uTyj=1より(14)となる。 
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ここで，xj⇔bj(j=1，…，N)，xk⇔bと対応させる

と，(15)を得る。 
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すなわち，収益最大化生産計画問題(3)(あるいは，

生産計画問題(1)の双対問題でもある資源評価問題

(2))は，「bj を入力データ(列)ベクトルとして持つ

DMUj(j=1，2，…，N)として，b を入力データと

して持つ k=N+1番目のDMUkとして考えた時に，

DMUkの DMUj(j=1，2，…，N) 群に対する超効

率値(厳密には，その逆数)を評価する問題」である。

ただし，出力データ項目数=1で，データ値もすべ

て 1である、yj=1(j=1，…，N，N+1=k)。 

大ざっぱに言うならば，DMUj(j=1，…，N)は，

製品 jを1収益単位生産するために必要な資源量ベ

クトル bjを入力資源として使うことにより出力で

ある収益を 1 単位達成する。これらの DMU 群

{DMU1，…，DMUN}と比較して，全資源量ベクト

ル b を入力資源として使うことにより収益を 1 単

位達成する注目 DMUk がどれほど効率的か(ある

いは，非効率的か)を評価する…と言える。 

 

〔例 2〕収益最大化生産計画問題(3)の係数行列 B，

右辺定数項列ベクトル bが(16)，(17)で与えられる

場合を考える。 
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ここで，ｖ=(1，2，0)Tと与えると，(18)となり，

従って，(15)として(19)が成立する。 

vTb=14 ， vTb1=2 ， vTb2=2 ， vTb3=2 (18)  
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＜例 2終り＞ 

 

5.5.5.5. 資源資源資源資源をををを丁度使丁度使丁度使丁度使いいいい切切切切るるるる場合場合場合場合についてのについてのについてのについての考察考察考察考察    

(9)式(あるいは，(15)式)において、もし次式(20)

が成立するならば，最大フロー問題を，「Pjを出力

データとして持つパス jを DMUj(j=1，…，N)とし

て，ネットワーク容量 c を出力データとして持つ

k=N+1 番目の DMUk を考えた時に，DMUk の

DMUj(j=1，2，…，N)群に対する超効率値を評価

する問題」となり，直観的な解釈が可能となる。 
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以下に(20)式(あるいは(21)式)が成立する場合に

ついて考察する。まず，収益最大化生産計画問題

の逆問題(収益最小化生産計画問題と呼ぶ)を(23)で

定義する。(なお，LP問題の逆問題，双対関係，転

置関係については〔3〕を参照)。 

収益最大化生産計画問題： 

     Z=1Ts→max 

        Bs≦b                        (22) 

          s≧0 

収益最小化生産計画問題： 

     Z’=1Tt→min 

        Bt≧b                         (23) 

          t≧0 

 (22)の最適解の 1 つを s0とし，(24)が成立する

と仮定する。 

Bs0 = b                        (24) 

すると，(23)においてその最適解の 1つを t0とす

るならば，(25)が成立する(但し，B≧0等を仮定)。 

t0 = s0                               (25) 

当然ながら，(26)も成立する。 
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Zmax  =  Z’min                         (26) 

Bt0  = b                      (27) 

(24)式は収益最大化生産計画問題において，最適

解において資源を全て使い切ってしまう場合に，

最大フロー問題においては，容量を全て使い切っ

てしまう場合に相当する。この場合については，

(26)が成り立つので，収益最小化生産計画問題の分

数定式化(28)が成立する。 
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〔例 3〕例 1で c=(2，1，3，3，4)Tの場合には，

x=(0，0，3，1，3)Tが最適解の 1つである。 

Px=(1，1，3，3，3)T≠c           (30)                    

よって，容量を使い切っていない。 

一方，例 1 で c=(2，1，3，4，3)Tの場合には，

x=(1，0，3，1，3)Tが最適解の 1 つであり，かつ

(31)が成立する。 

Px=(2，1，3，4，3)T=c              (31) 

よって，容量を使い切っているので，(29)式が成

立する(なお，(29)式は最大カットの連続変数分数

表示にもなっている)。          ＜例 3終り＞ 

 

〔例 4〕例 2で b=(4，5，4)Tの場合には，s=(2，

4，1)Tが最適解の 1つである。 

Bs = (4，5，3)T ≠b                 (32) 

よって，資源に余剰有り。 

一方，例 2で，b=(4，5，3)Tとすれば，(33)が成

立し，資源を使い切る。 

Bs = b                          (33) 

v=(１，2，0)Tとすれば，(34)，(35)，(36)が成立

する。 

vTb1=vTb2=vTb3=2         (34) 

vTb=14              (35) 
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＜例 4終り＞ 

6.6.6.6. おおおおわりにわりにわりにわりに    

生産システムにおける効率性ゲームならびに多

品種最大フロー問題を例として、あるクラスの線

形計画問題に対して、超効率性 DEAモデルにもと

づく考察・解釈を行った。大ざっぱに言うならば、

例えば、多品種最大フロー問題、より一般的には

最大フロー問題では、ネットワークの最大フロー

値は、ネットワークの容量ベクトルを活動とみな

した時に、その注目活動のさまざまなネットワー

クを形成するパス活動群に対する超効率値となる。 

最大フロー問題以外の組み合わせ問題、グラフ・

ネットワーク問題への適用、枝評価ベクトル v の

離散評点十分性(例えば[4])、などは今後の研究課題

である。   
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