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1.1.1.1. はじめにはじめにはじめにはじめに    

ウェイトu,vとして非負実数値（ ）等を

想定する連続評点DEAにおいて、データ行列

(i=1,…,m , j=1, …n , r=1, 

…,s)の構成要素である  , の値に依存してu,vの

各要素値を各々有限な離散評点値の集合

U={ },V={ }に限定する

ことができること、｢連続評点DEAにおける離散評点十分

性｣、を説明する。 

又、この「連続評点DEAにおける離散評点十分性」は、

離散評点DEAにおいても適切に離散評点集合を選択すれ

ば連続評点を十分に近似できることを意味する。 

 

２２２２．．．．簡単簡単簡単簡単なななな例例例例    

    

[[[[例例例例2.1]52.1]52.1]52.1]5点法点法点法点法によるによるによるによる2222教科成績教科成績教科成績教科成績のののの長所優先評価長所優先評価長所優先評価長所優先評価（（（（1111入力入力入力入力2222

出力出力出力出力））））    

7人の学生A､B,…,Gの数学と理科の点数が表１に示す5

点法{1,2,3,4,5}で与えられる場合について、1入力2出

力DEA-CCRモデルとしてのフロンティア面を図1に示す。

ここで、長所優先評価とは学生の成績で優れている点を

長所とみなし、その長所を優先して評価する方法である。 

表1：7人の学生の数理の成績(5点法) 

学生 A B C D E F G 

入力 １ １ １ １ １ １ １ 

出

力 

数 ２ ４ ２ １ ２ ２ ３ 

理 ５ ３ ４ ４ ３ ２ １ 

 

 

図1：7人の学生の成績の長所優先評価の図解 

図１より、本例においてフロンティア面を構成する線分

はA’A,AB,BB’の3本であり、対応する直線を

 と表記するならば(横軸を

、縦軸を )、 と は各線分で以下のとおりであ

る。  A’A… , AB… 

, BB’… . 

すなわち本例では出力ウェイト１はU1={0,1}の2段階、

出力ウェイト2は の2段階の離散評点DEA

で連続評点DEAを十分に代替できる。 

さらに、フロンティア面で水平部(A’A)と垂直部(BB’)

を除くと、出力ウェイト１はU1={1}の１段階、出力ウェ

イト２は の１段階でも十分である。 

１入力２出力DEA-CCRモデルで、入力データ =１(for 

all )で出力データ が５点法で与えられる場

合にはフロンティアを構成しうる と の比u1:u2は

例2.1に例示した以外に以下の場合が考えられる。 

４：１, ３：１, 2：1, ４：３, ３：２, １：２, 

 １：３, １：４, ３：４, ２：３. 

すなわち、5点法の出力データは水平部と垂直部を除い

たフロンティア面については、出力ウェイト１，２共に
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U1＝{1，2，3，4}、 の4段階で十

分である。 [例2.1の終り] 

 [[[[例例例例2.2]2.2]2.2]2.2]入力入力入力入力データがデータがデータがデータが5555点法点法点法点法でででで与与与与えられるえられるえられるえられる７７７７DMU2DMU2DMU2DMU2入力入力入力入力1111

出力出力出力出力DEADEADEADEA----CCRCCRCCRCCRモデルモデルモデルモデル    

出力データ ＝１(for all )で入力データ

が5点法で表2で与えられる場合のフロンティア面を図2

に示す。 

表2：７DMUの入出力データ 

DMU A B C D E F G 

入

力 

1 1 2 4 2 3 4 4 

2 5 2 1 4 3 3 2 

出力 1 1 1 1 1 1 1 

 

図2：７DMU２入力１出力DEA‐CCRモデルの図解 

図2より、本例においてフロンティア面を構成する線

分はA’A,AB,BC,CC’の4本であり、対応する直線を

と表記するならば と は

各線分で以下のとおりである。 

A’A… 、AB… 、 

BC… 、CC’… . 

例2.1と同様に5点法の入力データでは水平部と垂直部

を除いたフロンティア面については ＝{1，

2，3，4}で十分であることがわかる。 [例2.2の終り] 

    [[[[例例例例2.3]2.3]2.3]2.3]出力出力出力出力データがデータがデータがデータが5555点法点法点法点法とととと3333点法点法点法点法でででで与与与与えられるえられるえられるえられる            

７７７７DMU1DMU1DMU1DMU1入力入力入力入力2222出力出力出力出力DEADEADEADEA----CCRCCRCCRCCRモデルモデルモデルモデル    

例2.1において数学の成績が5点法で理科の成績が3点法

で与えられる場合のデータを表3に、1入力2出力DEA-CCR

モデルとしてのフロンティア面を図3に示す。 

 

 

表3：7人の学生の数学(5555点法点法点法点法)と理科(3333点法点法点法点法)の成績 

学生 A B C D E F G 

入力 １ １ １ １ １ １ １ 

出

力 

数 １ ２ ４ ５ ２ ３ ３ 

理 ３ ３ ２ １ ２ ２ １ 

 

図3：7人の学生の成績の図解(例2.3) 

図3より、本例においてフロンティア面を構成する線

分はA’A,AB,BC,CD,DD’の5本であり、対応する直線を

と表記するならば、 と

は以下の通りである。A'A… 、 

AB… 、BC…  

CD… 、DD’･･･ . 

一般的には、上記以外にu1:u2=1:3,1:4,2:1,2:3の場合

が考えられる。すなわち、出力1データ値 が5点法(す

なわち、{1，2，3、4，5}の中から1つ)、出力2データ値

が3点法(すなわち、{1，2，3}の中の1つ)で与えら

れる本例では水平部と垂直部を除いたフロンティア面

については、出力ウェイト１については２(=３－１)段

階U1={1，2}、出力ウェイト２については４(＝５－１)

段階U2={1，2，3、4}で十分である。 [例2.3の終り] 

 

３３３３．．．．等間隔離散等間隔離散等間隔離散等間隔離散データデータデータデータ集合下集合下集合下集合下のののの離散評点十分性定理離散評点十分性定理離散評点十分性定理離散評点十分性定理    

 

前例の例2.1、例2.3の考察に基づき次の定理3.1が成立

する。 

[[[[定理定理定理定理3.13.13.13.1：：：：1111入力入力入力入力2222出力出力出力出力CCRCCRCCRCCRモデルモデルモデルモデル]]]]    

1入力2出力DEA-CCRモデルにおいて、入力データ =１

(for all )に対応して、出力データ （ｒ
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＝1，2；j＝1，2、…、ｎ）が、出力データ値１ が

等間隔 点法(すなわち{1，2,…, })、出力データ

値２ が等間隔 点法(すなわち{1，2,…, })で与

えられるならば, 出力ウェイト１の値集合は ＝{１，

２，‥， －１}の等間隔 －１段階、出力ウェイト

２の値集合は ＝{１，２，‥ －１}の等間隔 －

１段階の離散評点で、水平部と垂直部を除いたフロンテ

ィア面を構成できる。□ 

（証明略） 

例えば、数学の成績が５点法（すなわち、{1,2,3,4,5}）、

理科の成績が３点法（すなわち、{1,2,3}）で与えられ

るならば、（１）式の仮想成績値を計算するに際して、

数学の評価ウェイト は２段階 ={1,2}、理科の評価

ウェイト は４段階 ={1,2,3,4}を採用すべき点を

定理3.1は示唆している（例2.3）。 

 

仮想成績値＝数学の評価ウェイト ×数学の成績点＋

理科の評価ウェイト ×理科の成績点 （１） 

 

前節の例2.2の考察にもとづき、次の定理3.2が成立する。 

[[[[定理定理定理定理3.23.23.23.2：：：：２２２２入力入力入力入力１１１１出力出力出力出力ＣＣＲＣＣＲＣＣＲＣＣＲモデルモデルモデルモデル]]]]    

２入力１出力ＤＥＡ－ＣＣＲモデルにおいて、出力デー

タ =１(for all )に対応して、入力データ

{ }(i=1,2; j=1,2,‥,n)が、入力データ値１ が等

間隔 点法（すなわち、{1,2,‥, }）、入力データ

値２ が等間 点法（すなわち{1,2,‥, }）で与

えられるならば、入力ウェイト１の値集合は ={1,2,

‥, －1}の等間隔 －1段階、入力ウェイト２の値

集合は ={1,2,‥, －1}の等間隔 －1段階の離

散評点で、水平部と垂直部を除いたフロンティア面を構

成できる。□ 

（証明略） 

 

４４４４．．．．１１１１入力入力入力入力２２２２出力出力出力出力とととと２２２２入力入力入力入力１１１１出力以外出力以外出力以外出力以外のののの場合場合場合場合についてについてについてについて    

 

３節において、１入力２出力と２入力１出力のＤＥＡ－

ＣＣＲに関する離散評点十分性定理を与えたが、１入力

２出力、２入力１出力以外の場合について以下に考察す

る。 

 

4.14.14.14.1    １１１１入力入力入力入力ssss出力出力出力出力ＤＥＡ－ＣＣＲＤＥＡ－ＣＣＲＤＥＡ－ＣＣＲＤＥＡ－ＣＣＲモデルモデルモデルモデル    

一般にnDMU/m入力/s出力DEA－CCRモデルのDMUkのDEA効

率値 は以下の（２）、（３）で定式化できる。 

目的関数： =  →最大化 （２） 

制約条件：v V、u U （３） 

 

CCRモデルで１入力の場合には、（２）式において、

=1(for all )、v=1とすることにより、目的関

数は（4）となる。 

目的関数： =  →最大化 （4） 

s＝２の２出力の場合には、２次元平面（ 、 ）の

フロンティア面を構成する１つの線分（ 、

）、あるいは（α、β）、に注目しよう（図４）。 

 

図４：2出力の2次元平面図 

 

このフロンティア線分（α、β）においては、（４）式

において以下の（５）式が成立している。 

 （５） 

形式的には、（４）式において、 =α、 β=arg 

max{ }とすると（５）式、 =β、α=arg max{ }

とすると（５）式の括弧内の式が得られる。いずれの場

合でも、(6)、(7)式を得る。 
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=  （６）,  （ － ）=0   （７） 

s＝２では（7）は以下の（8）式となる。 

（ － ）＋ （ － ）=0 （8） 

２次元フロンティア面上では一般に、 = － 、

= － の一方は負となるので、以下の比例式

（9）式が成立する。 

: =｜ ｜:｜ ｜  （９） 

 

この比例関係にもとづき、３節の定理3.1が成立する。 

従って、ｓ＝３では、３次元出力間でのフロンティア面

上でファセット面を構成するDMUをα、β、γとすると、

以下の関係式（10）が成立する（図５）。 

 

 =  

 =        （10） 

（ = ） 

 

 

図5：3出力の3次元空間でのフロンティア面(α、β、γ)

と直交する出力ウェイトベクトルuuuu 

 

一般のｓ出力では、ｓ次元空間でのあるフロンティア・

ファセット面を構成するDMUを１、２、３、‥、ｓとす

ると、例えば以下の関係式（11）が成立する。 

 

=  

=  

=               （11） 

   ： 

=  

 

4.24.24.24.2        ｍｍｍｍ入力入力入力入力１１１１出力出力出力出力    DEADEADEADEA----CCRCCRCCRCCRモデルモデルモデルモデル    

１入力ｓ出力の場合と同様の考察により、ｍ入力１出力

DEA-CCRモデルでは例えば以下の関係式（12）が成立す

る。 

=  

=  

=             

=       （12） 

    ： 

=  

なお、(11)、(12)式はウェイトベクトルとあるフロンテ

ィア・ファセット面との直交条件を、ファセット面を構

成する各辺との直交条件で表現した一例である。 

 

5.5.5.5.おわりにおわりにおわりにおわりに    

連続評点DEAにおいて、1入力２出力CCRと２入力１出力

CCRモデルの場合には、フロンティア面が有限の辺を持

つ凸多角形となる点に注目して、フロンティア辺に対応

するウェイトベクトルのみを考慮することにより、離散

評点でも連続評点によるのと同じフロンティア面を構

成することができる｢連続評点DEAにおける離散評点十

分性定理｣を等間隔離散データ集合の場合に示した。４

節では、１入力s出力CCR、ｍ入力１出力CCRモデルにつ

いて、フロンティア・ファセット面とウェイトベクトル

との直交条件を示したが、詳細な条件は[１](その２)

を参照のこと。 
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