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１. はじめに 

 構造解析で用いられている変位法と応力法の

名称は扱う未知量によるもので、それぞれの利点

をいかして構造物の特性を分析する方法を混合

法（mixed method）と呼んでいる。本研究は、 
応力と変形をその独立成分で表す古典的な構造

力学の拡張である応力法の利点を追及するもの

である。応力法はフレームと板を結合する構造

（接触面応力場の近似解法）や変断面部材要素に

適しており、構造工学上の適用範囲が広い。解法

には次の三種がある。ａ）ガウスジョルダンの消

去法を用いて静定基本系と不静定力系に分離す

る（初期の研究で用いられた）方法１）。ｂ）釣合

式と変形の適合条件式を結合することで通常の

正方行列の解法に置き換える方法 2）。ｃ）長方行

列で表される釣合式の解法に一般逆行列を用い

て、系全体の特解と余解を求める方法３）。応力法

による線形座屈解析については、仮想荷重および

仮想変位の概念を用いて応力と外荷重の関係式

ならびに変位と外荷重の関係式を作成して、前述 
ａ）を適用する方法がある４）。 
 本報では応力法に関する研究成果３）をもとに、 
軸方向力と曲げ変形の連成（Pδ効果）および 
軸方向力と部材回転の連成（PΔ効果）を個々に 
扱える線形座屈解析の定式化を示す。 
 
2. 座標と仮定 

 座標はすべて右手系に設定する。図１に示す

(B)(A), は節点名で、 (p)は部材名を表す。座標 

21, xx は、ラーメンを構成するある平面を表す 

全体座標で、そのベースベクトルをそれぞれ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

図 1 座標 

 

2,1 ee としている。座標 3x はラーメン面に垂直に

設けた座標で、 3e はそのベースベクトルである。

座標
1 2y , y は、ラーメン面にある部材 (p)の方向

を示す座標（局所座標）で、
3y は

1 2y , y 平面に

垂直な方向に向いている。座標
1 2y , y に沿うベー

スベクトルを (p)
2

(p)
1 ,aa としたとき、

3y に沿う

(p)
3a は回転を表すベースベクトルであり、 

 

    (p)
3

3 ae =                        （1） 
 

(A) (B),x x は全体座標の原点 O に対する節点

(B)(A), の位置ベクトルである。 p)(B,p)(A, ,uu はそ

れぞれ部材 (p)の材端 (B)(A), の変位を表すベク 

トルである。部材 (p)の材端記号 BA, を N で表す 

と、局所座標における材端変位成分 p)(N,uα =α(  

),21 と全体座標における材端変位成分 (ip)(N,iu 1=  

),2 は、次の関係がある。  
p)(N,(p)

T
p)(N, uα=αau )BA,N;2,1( ==α  (2-1) 

               

p)(N,p)(N,(p)u ua =α α
         (2-2) 
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p)(N,
i

T
p)(N, iu=eu  )BA,N;2,1i( ==      (3) 

 
ここに、肩付添え字 Tは転置を表す。 
他のベクトルと成分の関係も同様である。 

次に解析上の仮定について述べておく。 

１） ここで取り扱う対象は直線材で構成された 

ラーメンで、部材はヤング係数 Eをもつ。 

２）断面の重心は
1y 軸上にあり、断面の主軸は

32y , y 軸に一致している。 

３）荷重は節点に作用するものとする。 

４）材端が剛節である場合のみを取り扱う。 

５）曲げによる伸縮は考慮しない。 
 

３．構成式 

図２は、部材 (p) の材端曲げモーメント P)(N,m
と材端せん断力 P)(N,

2n および軸方向力 (P)n （引

張力を正）を表す。 
 
 
 
 
 
 

(ａ) 材端応力と曲げ変形  (ｂ)局所座標 

図２ 材端記号 

 
１）軸方向力と曲げ変形の連成（Pδ効果） 
 材端の相対たわみ角 p)(N,τ と独立応力 P)(N,m
の関係は、断面主軸に関する断面二次モーメント

を (p)I とすると弾性曲線式より次式が得られる。 
 

P)(N,
1)

(p)
1)

P)(N,
1) στ H=         (4) 

 

 上式において、 
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⎢
⎣

⎡
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⎣

⎡
=

P)(B,

P)(A,
P)(N,

1)

m
m

σ        (5-2) 

である。柔性行列 (p)
1)H は、基本たわみ角を (p)h  

とし、軸方向力 (P)n がたわみ角に及ぼす影響を

(p)
3s とおくと、 
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２）軸方向力と部材回転の連成（PΔ効果） 

部材回転による軸方向力 (P)n の方向変化を考

慮する。この連成は材軸に直交する
2y 方向の相

対変位を (p)
2AΔ として、二次応力を (p)2n すると、

次式で表せる。  

  (p)2

(p)

(p)
(p)2 n

n
AA =Δ  （ )0n(P) ≠      (8) 

 ここに、 (P)n が零のときには連成が起こらない 

（ 0n (p)2 = ）から、
2y 方向の相対変位 (p)

2AΔ は

他部材との従属関係により生じることを表して

いる。部材 (p)の構成式（式(4)と式（8））はまと

めて、次式で表す。 
  P)(N,(p)P)(N, στ H=             (9) 
上式において、 

T],[ (P)(P),2P),(B,P)(A,P)(N, AA ΔΔ= τττ     (10-1) 
 

T]nnmm[ (P)(P)
2

P)(B,P)(A, ,,,P)(N, =σ        (10-2)             
である。柔性行列 (p)H は断面積を (p)A とおき、 
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の記号を使うと、                   
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 式(12)は部材全体にわたってまとめると、 
 

  στ H=                (13) 
 

 ここに、Hは部材の柔性行列 (p)H を対角項に

並べた行列である。 
 

  T],,[ (N,2)(N,1) "τττ =            (14) 
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    T],,[ (N,2)(N,1) "σσσ =              (15) 
 
４. 力の釣合式 

P)(N,σ （式(10-2)）の各成分を全体座標で表し

P)(B,P),(A,P),(B,P)(A, mm , nn とする。系全体の釣合式は

図 2(ａ)(ｂ)および式(2-2)を参照すると表１を得る。 
表１中の (p)

2b は、 
 

(p)
(p)

(p)
1 22 = ab
A

          (16) 

 

  表１ 部材 (p)の力学的関係（行列 (p)B ） 

 

 

次の記号を用いる。 
 

T, ][ P)(B,P),(A,P),(B,P)(A,P)(N, mm nnm =     (17) 
 

表１は式(17)と式(10-2)の記号を使うと、次式

で表せる。 
 

  P)(N,P)(N, (p)σBm =           (18) 
 

 次に、式(18)をラーメン全体にまとめる。 

記号は部材と節点の接続関係を表す行列をQ、

材端応力σ（式(15)）を全体座標成分で表した

B)A,P)(N(N, =m が節点(N)に及ぼす力のモーメント

および力をそれぞれ (N)m 、 (N)n とし、節点番号順

に並べる。  
T],,,,[ (2)(2)(1)(1) mm …nnm =          (19)  

ラーメン全体の釣合式は次式で表せる。 
 
  Bσm Q=                (20) 
 

 上式において、B は表１の行列 (p)B を対角項に

並べた行列である。 
  

５. 幾何学的関係式 

部材 (p) の材端 (B)(A), の節点角を ,θ p)(A, p)(B,θ
及び節点変位ベクトルを p)(A,u p)(B,, u としまとめ

て p)(N,θ で表すと、相対変位ベクトル P)(N,τ （式

(10-1)）との関係は、表１の行列 (p)B を用いて次

式で表わせる。 
 

  P)(N,T(p)P)(N, θBτ =           (21) 
 

 ここに、 

T]p)(B,p),(A,p),(B,p),(A,p)(N, θθ[ uu=θ     (22) 
 

 式(21)をラーメン全体にまとめる。節点(N)の

節点角を (N)θ 、節点変位ベクトルを N)(u としてま

とめてθで表すと、系全体の相対変位ベクトル τ
（式(14)）との関係は、接続行列Qを用いて次式

で表せる。 
 

θT)( Bτ Q=             (23) 
 

ここに、  

  T],,,[ 2),(2)1)(1) "(( uu θθ=θ          (24) 
 

6. 応力法における変形の適合条件 

 系全体の釣合式（式(20)）の一般解は、 
 

   BΛ Q=                    (25) 
とおくと、次式で表せる。 
 

   βGmΛσ += +               (26) 
 

 上式右辺の第１項は特解で、 +Λ は釣合行列

Λのムーア・ペンローズ一般逆行列である。第

２項は余解（自己釣合系の応力）で、 G は

Λ)Λ-(I +
の独立なｒ個（不静定次数）の列ベク

トルで作る係数行列（ I は単位行列）である。β  

は任意のベクトルである。 

自己釣合（m ＝ 0 ）の応力系G を仮想力とす

る（補）仮想仕事の原理より変形の適合条件は 
 

   0τG =T
              (27) 

 

となる。上式に構成式(式(13))と応力の一般解 

（式(26)）を代入する。 
 
  (TT HGHG =σ 0β =)++ GmΛ  (28) 
 

 上式よりβは次式で与えられる。 
 

   )(TT mΛHGHGG +−=β      (29) 
 

 ここに、左辺の HGG T
は対称行列である。 
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応力解の力学的意味を述べる。 

１）一般逆行列に基づく応力の特解（ mΛ+
）

は釣合の最適近似解（剛性に無関係）である。 
２）βは、剛性条件により応力の特解を再配分

するベクトルである。 

 ３）したがって、行列 HGG T
が特異のとき応

力σが定まらないので座屈したことになる。 
 
７. 線形座屈解析の定式化 

 慣例にしたがい、荷重ベクトルmは定数λを

用いて次式で与える。  
   mm λ=                 (30) 
 

 ここに、m は荷重の相対的な大きさである。 
 変形の適合条件式（式(29)）の柔性行列H（部

材の式(12)を参照）は定数λおよび線形項と二次

応力の二成分に分ける。線形項の記号は下付き添

え字e 、同様に Pδ成分を下付き添え字１、PΔ
成分を２で表す。 
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 式(31-2.3)において、 

2(p)

3(p)
(p)(p)

)
s

(EI
n3 A

= , 
(p)

(p)
(p)

n
2s A

=  (32-1,2) 

であり、m による軸方向力を (p)n と書いてある。 

 式(31)の e(p)H , 1(p)H , 2(p)H を系全体にまとめて 
eH , 1H , 2H の記号で表す。 

式(29)左辺は eH , 1H , 2H と定数λを用いると、

式(33)で表せる。 

  ( ) ββ GHHHGHGG 2e12TT +λλ +=   (33) 

 上式に次の記号を用いる。 
 

11
T ~HGHG =                     (34-1) 

 

e~eT HGHG =                    (34-2) 
 

22
T ~HGHG =                    (34-3) 

 

 式(29)から線形座屈方程式は式(34)を用いる

と次式で表せる。 

  0β =+ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +λλ 2e12 ~~~ HHH        (35) 

線形項 e~H （式(34-2)）は非特異であるから、

式(35)は次式で表せる。 
 

( ) 0β =λ+λ + 212 ** HIH             (36) 

 ここに、 
 

0)( 11
-1

1 e~ ≠= ** HHHH   (37-1) 
 

0)( 22
-1

2 e~ ≠= ** HHHH  (37-2) 
 

である。次の記号を使う。 

 ⎥
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==
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βはその任意性から γに置き換えると、式(36)

は、 

γMγM 10 λ=              (39) 

型の標準固有値問題に変換できる。 
 

８. まとめ 

 以上、本報では応力法の利点である曲げ変形と

軸変形を独立とする線形座屈解析の組織的な解

法および構造分析に向けて、その定式を示した。 
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