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１. はじめに 

形態解析は 1985 年以降、コンピュータ性能および

数値計算技術の飛躍的な進歩により発達し、膜構造・

ケーブルネット構造・パンタドームなどの空間構造の

設計に大きな役割を果たした。田中尚博士と故・半谷

裕彦博士は不安定剛体トラスの形態解析理論１）を示し

た。その研究成果は「構造形態の解析と創生」と題し

て発表された（文献２））。ここに、応力法による形態

解析は見当たらない。形態解析と応力法の歴史的な成

り立ちについては以下の通りである。数学者レオンハ

ルト・オイラー（1707－1783）の解析力学（変分法）

は力学系の新しい見方（長柱座屈後の安定な釣合径路）

を与えた。これが形態解析の原点と言われている３）。

応力法は、ジョセフ・ラグランジェによる「剛体に働

くつり合い系の仮想仕事の原理（1788）」から出発し

た。カスティリアーノは最小仕事の原理を確立した

（1879）。そして不静定構造（トラス・梁・アーチな

ど）に適用した。故・小野薫博士は仮想仕事の原理を

「剛節ラーメンの工学的視点から部材の伸縮を無視す

る不安定（置換）トラスの節点系仮想仕事に基づく適

合条件式５）」を確立し,た５）。そして、「愛弟子田中尚

博士が追遺を加えて撓角法（文献６）を上梓された」。

小野博士の大学院１期生であった故・齋藤謙次博士は

「たわみ角法による不規則な剛節ラーメンの機械的解

法」７）に発展させた。また、平面骨組の節点系仮想仕

事式に基づく応力法（作表計算法）を確立した８）。こ

のマトリックス解法の先駆けである応力法は、齋藤博

士の大きな業績の一つである。 

提案する応力法は、「立体骨組の構造解析」９）を形

態解析に応用したものである。本項（その１）では、 

不安定剛体トラスおよびケーブルネットの形態解析の

基本関係式を示す。そのアイデアは、軸方向力の方向 

変化（幾何学的非線形性）による二次応力と部材の相 

 

 

 

対変位関係を構成式に組み込み、節点系仮想仕事の原

理（全補足エネルギー最小の原理）に基づく適合条件

式に反映させた。 

 
2. 基本関係式 

2.1 座標と仮定  

全体座標と部材の局所座標は右手系に設定する。定

式化の仮定は次の通りである。 

1）初期状態を設定し、釣合形状を求める。 

2）初期状態から刻位置変化する状態量（図１）は単調

増加パラメメータtの一価関数で表し次の記号を使う。 
 

)() •

=
dt

d(
 ， )()( Δ=Δ

•
t     (1-1,2) 

 

3) 基準状態(t)から状態( tt Δ+ )の増分間における基 

本関係式は、微小な増分間での線形化を仮定する。 

4）不安定剛体トラスでは節点荷重の比率を設定する。 

またケーブルネットでは等張力（すべり交点の仮定）

を設定する。 

2.2 記号 

記号は英文字とギリシャ文字を用い，小文字細字はスカ 

ラー，小文字太字はベクトル，大文字太字はマトリックスを、 

肩付添字 + はムーア・ペンローズ一般逆行列を表す。ベク 

トルを成分表示するとき行ベクトルは{ }，列ベクトルは [  ] 

を付けて表す。 

 

 

 

 

 

 

          

         図１ 状態変化 
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３．部材の増分基本関係式 

 本節では，基準状態(t) から状態（ tt Δ+ ）の増分

間における部材の幾何学的関係式と力の釣合式および

構成式を記述する。 

3.1 幾何学的関係式 

図２は，基準状態における部材 (p) の幾何学的関係式

に用いる記号を示す。図中の 1,2,3)i(i =x は空間固定座

標系（右手系）である。 (A) と (B) は部材 (p) の材端が

接続する節点を表す。 (A)x と (B)x は空間固定座標系の

原点０に対する節点 (A) と (B)の位置ベクトル， (A)u と

(B)u は節点 (A) と (B)の変位ベクトルである。 p)(λ は部

材 (p) の材軸方向を示す単位ベクトルで材端 (A) を始

点とする。 (p)1λ と (p)2λ は材軸に直交する２方向の

単位ベクトルである。材長は (p) で表す。 

本項では，次の２式を記述する。 

１）部材 (p) の局所座標に関する増分相対変位ベクトル

=Δ T(p)3l },,{ (p)2(p)1
(p) ΔΔΔ （図３(ａ)）と空間固

定座標系における増分相対変位ベクトル (p)xΔ （式(2)）

との関係式 
 

(B)(A)(p) xxx Δ+Δ−=Δ             (2) 

 ここに、 

 (B)(B)(A) ,(A) uu ≡Δ≡Δ xx      (3) 
 

２）部材 (p) の材軸方向の変化を表すベクトル p)(λΔ と 

増分相対変位ベクトル (p)3lΔ との関係式 

基準状態における部材 (p) の材長と位置ベクトル

A)(x , (B)x の関係は図２より、 
 

(B)(A)(p)p)( xx +−=λ             (4) 

 

となる。上式をtで微分する。 
 

(B)(A)(p)(p)(p)(p)
••••

+−=+ xxλλ         (5)                     
 

ここに、 p)(λ は部材 (p) の材軸方向を示す単位ベクト

ルであるから式(6)が成立する。 
 

1)(p(p)Τ =λλ                      (6-1) 
 

0(p)
Τ

(p) =
•

λλ             (6-2) 
 

部材 (p) の伸縮 tΔ=Δ
•

(p)(p) は式(5)の両辺に左か

ら Τ(p)λ を掛けて、式(2)と式(6-1,2)を用いると次式

で表せる。 

(p)Τ(p)(p) xΔ=Δ λ                   (7) 

 

 

 

 

 

 

 

 

図３ 増分間における記号（基準状態） 

 

 

図２ 幾何学的関係式に用いる部材の記号（基準状態） 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

   図３ 増分間における記号（基準状態） 
 

部材 (p) の増分回転により生じる材軸の方向余弦ベ

クトル p)(λ に直交するベクトル p)(λΔ (式(6-2)参照)

は、式(5)に式(2)と式(1-2)を適用すると、  

(p)
(p)

(p)
(p)

(p)
(p)

1
λλ

Δ
−Δ=Δ x       (8) 

上式右辺第２項 (p)Δ に式(7)を代入し、整理すると

式(9)を得る。 

(p)(p)(p)3
(p)

(p) )(1 xΔ−=Δ
Τ

λλλ I      (9) 

式(9)右辺 3I は（3×3）の単位マトリックスである。

3I は基準状態の方向余弦ベクトル (p)λ と (p)1λ お

よび (p)2λ  (図２)を 用いると、 

Τ(p)2(p)2Τ(p)1(p)Τ(p)(p)3
1 λλλλλλ ++=I  

       ・・・・・(10) 

であるから (p)λΔ は、 
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( ) (p)T(p)2(p2T(p)1(p)1

(p)
p) )(

1 xΔΔ += λλλλλ (11) 

 

で表せる。式(11)右辺において 

(p)T(p)1(p)1 xΔΔ = λ          (12-1) 
 

(p)T(p)2(p)2 xΔΔ = λ           (12-2) 
 

とおくと， 1,2)(p)( =Δ αα
 は基準状態の材軸に直交す

る２方向の増分相対変位を表す。部材 (p) の方向余弦ベ

クトル (p)(p)(p) ,, 21 λλλ は、まとめて (p)Λ で表す。 

)33((p)(p)(p)(p) ],,[ ×
21= λλλΛ          (13)  

式(7)と式(12-1，2)の増分相対変位成分はまとめて 
 

},,{ (p)2(p)1(pT)(p3 ) ΔΔΔ=Δl        (14) 
 

で表し、 (p)Λ を使うと次式で表せる。 
 

(p)(p)T)(p3 xl Δ=Δ Λ            (15) 
 

 (p)λΔ （式(11)）は式(12-1，2)を用いると、 

[ ]
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

Δ

Δ
=Δ 21

(p)2

(p)1
(p)(p)

(p)
(p) ,1

λλλ     (16) 

 

次に、 p)(λΔ （式(8)）に伸縮 )(pΔ を無視すると次

のように成る。 
  

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
Δ≡Δ=Δ (p)3

(p)
(p)

(p)
(p)

11 xx Iλ  

   ⎢⎣
⎡= + Τ(p)1(p)(p)(p) 1Τ

λλλλ  

       ] (p)T(p)2(p)2 xΔ+ λλ  

      )(p3(p)
(p)

1 lΔ= Λ             (17) 

3.2 力の釣合式 

3.2.1 伸縮を考慮するとき（トラス） 

  図４は基準状態における釣合式に用いる記号を示す。

(p)n は軸方向力（引張力を正とする）を、 p)(B,p)(A, , ff

は材端 (A) と (B)の材端力ベクトルを表す。 

本項では，次の２式を記述する。 

１）材端力ベクトル p)(B,p)(A, , ff と (p)n との関係式 

２)増分材端力ベクトル p)(B,p)(A, , ff ΔΔ と部材 (p)  

の増分応力ベクトル ,,{ (p)(p)(p)T
3

1nn ΔΔ=Δn  

  }(p)2nΔ （図３(ｂ)）との関係式 

 

 

 

 
 
 
 
 
 
 
図４ 力学的関係式に用いる部材の記号（基準状態） 

 
 部材 (p) の材端力ベクトル p)(B,p)(A, , ff は、軸方向力

(p)n と材端 (A) を始点とする方向余弦ベクトル (p)λ を

用いて、 
 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡−
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
(p)

(p)
(p)

p)(B,

p)(A,

λ
λ

n
f
f

             (18) 

 

である。上式に式(1-1，2)を適用する。 
 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
Δ
Δ−

+⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡−
Δ=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
Δ
Δ

(p)

(p)
(p)

(p)

(p)
(p)

p)(B,

p)(A,

λ
λ

λ
λ

nn
f
f

  (19) 

伸縮 (p)Δ を考慮した増分釣合式は、式(19)右辺第

２項の (p)λΔ に式(16)を代入し整理すると次式のよう

に表せる。 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
Δ
Δ

p)(B,

p)(A,

f
f

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡

Δ

Δ

Δ

=
−−−

(p)

(p)

(p)

n

n

n

2

1

(p)
2

(p)
1

(p)

(p
2

(p)
1

(p) )

λλλ

λλλ
(20) 

 式(20)右辺第２項において， 
 

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

Δ

Δ
=

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

Δ

Δ

(p)2

(p)1

2

1

(p)

(p)

(p)

(p) n

n

n
            (21) 

 

である。部材 (p) の増分釣合式（式(20)）は、右辺に式

（22）記号を用いると式(23)となる。 

 

},,{ (p)(p)(p)T(p)3
21 nnn ΔΔΔ=Δn      (22) 

  

(p)3(p)

(p)

p)(B,

p)(A,
n

f
f

Δ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡−
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
Δ
Δ

Λ
Λ

       (23) 

 

3.2.2 伸縮を無視するとき（不安定剛体トラス） 

(p)λΔ に伸縮 )(pΔ を無視した増分釣合式は、式

(17)を増分間の釣合式（式(20)）に用いるとき
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(p)3nΔ (式(22))の (p)nΔ を式(24-1)の (p)~nΔ に置き

換えればよい。 

(p)(p)~ Δ=Δ
(p)

(p)n
n         (24-1) 

(p)(p) ~nn Δ=Δ          (24-2) 

 式 (24-1)から分かるように軸方向力(存在応

力) (p)n  が引張力のとき、正の軸剛性 (p)(p)/n が付

加される。つまり解析上、伸縮 )(pΔ は生じるので

(p)~nΔ はその拘束力である。グリーンひずみを用いる

ラグランジ表現では、 (p)~nΔ は表れない。つまり、基

本関係式は状態量を客観的に評価するオイラー表現を

包含している。釣合形状の材長は、拘束力 (p)~nΔ によ

り初期状態( 0t = )の材長を近似できることを本報

（その２）で数値検証する。 

3.2.3 伸縮を考慮しかつ軸方向力を一定値とするとき 

（ケーブルネット〕 

 軸方向力 (p)n を一定値とすると、増分釣合式（式

(20)）は次式となる。 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
Δ
Δ

p)(B,

p)(A,

f
f

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡

Δ

Δ=
−−−

(p)

(p)

n

n

0

2

1

(p)
2

(p)
1

(p)

(p
2

(p)
1

(p) )

λλλ

λλλ
 (25) 

 上式は式(20)の (p)nΔ を零としたものであるから応

力境界値問題として解を与える。これが応力法の利点

である。また、応力法は張力を指定するケーブルネッ

トの形態解析理論として正統である。 

3.3 構成式 

柔性マトリックスを (p)3S で表す。 )(p3lΔ  (式(14))

と (p)3nΔ (式(22))の関係式は、増分釣合式中の二次応

力（式(21)と式(24-1,2)）より定まる。3.2.１～3.2.3 は

まとめて次式で表せる。 
 

   (p)3(p)3)(p3 nS Δ=Δl              (25) 
 

3.3.1 伸縮を考慮するとき 

 ヤング係数を E 、断面積を (p)A とする。式(25)の

(p)3S は式(21)を用いて次式となる。 
 

)0(

00

00

00

(p)

(p)

(p)
(p)

(p)
(p)

(p)

(p)3 ≠

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

= n

n

n

EA

S (26) 

3.3.2 伸縮を無視するとき 

)0(

00

00

00

(p)

(p)

(p)
(p)

(p)
(p)

(p)

(p)3 ≠

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

= n

n

n

n

S  (27) 

3.3.3 伸縮を考慮しかつ軸方向力を一定値とするとき  

  )0(

00

00

000

(p)

(p)

(p)
(p)

(p)
(p)3 ≠

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

= n

n

n
S  (28) 

軸方向力 (P)n が零のときは部材回転との連成が起

こらないから、増分相対変位ベクトル )(p3lΔ (式(14))

中の 1,2)((p) =Δ αα
は他部材との従属関係により生じ

る。式(26)はケーブルネットの釣合形状（設計形状）

が得られた後、構造材料を定めたときの自己釣合系の

形態解析および荷重が作用するときの軸力変動と変形

解析（構造解析）に使う。 

 
４. あとがき 

１）三つの基本関係式は状態量を客観的に評価するオ

イラー表現を包含している。 

２）また、トラス・ケーブルネットの形態解析と構造

解析は一つ式で系統的に表すことができる。 

３）応力境界値問題の形態解析が可能である。 

 なお、系全体の基本関係式および応力の余解を求め

る変形の適合条件式は本報（その２）に示す。 
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