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1 はじめに 
  我々が意思を決定するときの分析手法の中の一つ

としてAHPによる意思決定システムが存在する。その

AHPにおいてのウェイトを推定する手法として、一般

化平均が存在する、一般化平均とは、算術平均・調

和平均そして幾何平均といった３つの平均をあわせ

た総称のことである。ウェイト推定は一般化平均と

は別の手法を提案した。その手法は、混合平均であ

る、本論は、この混合平均に基づくウェイトを定義

し、その定義を利用して、AHPや「Arrowの背理」

に適用する。 
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2 混合平均の定義 
混合平均とは、算術平均・調和平均そして幾何平

均を基に「３つの平均から２つの平均を組み合わせ

て作る平均」のことをさす。３つの平均から２つの

平均を組み合わせるとは、算術幾何平均、算術調和

平均、そして幾何調和平均のことである。この組み

合わせた３つの平均を混合平均と定義する。まず算

術幾何平均とは、算術平均を数列表現したのと幾何

平均を数列表現した二つの異なる数列を、繰り返し

計算した極限のことをさす。残りの算術調和平均、

幾何調和平均も同様のことをさす。次に、この混合

平均を数学的に定義する。 

３ 混合平均の数学的表現 

算術平均の数列を{ 、幾何平均の数列を

とすると、算術幾何平均は 
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同様にして、算術平均の数列を{ 、調和平均

の数列を

1+na
{ }1+nb とすると、調和幾何平均は 
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であらわす。最後に、調和平均の数列を{ 、幾

何平均の数列を

}1+na
{ }1+nb とすると、調和幾何平均は 
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であらわす、この(3・1)～(3・3)式のそれぞれの極

限値{ }na と{ }nb は、同じ極限値を持つことを次に

しめす。 
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と定義された数列{ }na と数列{ に}nb ∞→n  とし

たとき{ }na と{ }nb は同じ極限値を持つ 

【証明】 

相加平均・相乗平均より、すべての でNn∈

nn ab ≤≤0 が成り立つ。 
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となり、数列{ と{ は有界な単調数列である。

有界な単調数列は収束するから、数列{ },
}na }nb

na { }nb  
は共に収束する。それぞれの極限値を βα , とおくと 
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算術調和平均、幾何調和平均も同様にして示すこと

ができるが、省略する。 

この混合平均を一般化した形として、第一種混合平

均や第二種混合平均を数学的定義しておく。 

 

４ 第一種・二種混合平均の数学的定義 

 

第一種混合平均とは、任意の重みに対しての算術

幾何平均・調和幾何平均・算術調和平均の総称であ

る。一方、第ニ種混合平均とは、任意の重みに対し

て、算術・幾何・調和の平均の総称である。 

まず、第一種混合平均を数学的に定義する。 

数列 ,{ に対して重み  { }na }nb ),2,1( niwi L=

を与えると第一種算術幾何平均は(4.1)式となり第

一種調和幾何平均は(4.2)式となる。 
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（4.2） 
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と表わせ、第一種算術調和平均は(4.1)式と(4.2)式

からわかるので省略する。 

ここで 5.021 == ww を与えると、(3.1)～(3.3)式の
混合平均になる。次に、第二種混合平均は(4.3)式と
なる。 
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と定義された数列{ }na と数列{ 、そして数列 }nb
{ }nc に ∞→n  としたとき と{ 、そして{ }na }nb
{ }nc は同じ極限値を持つことがわかっているが、今

回は証明を省略する。これらの平均が収束すること

が分かったが、収束するための速度を調べる必要が

ある。この収束速度によってこの混合平均が使える

かどうか決まるのである。 

 
５．混合平均の収束速度 

 

この混合平均が収束速度を数学的に示すのと数値

計算上の両方向から調べてみる。 
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5 .1 数学的アプローチ 
混合平均の中の算術幾何平均の収束速度を調べる。

算術平均の数列を{ }1+na 、幾何平均の数列を{ }1+nb
とすると 
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よって、算術幾何平均は２次収束することより、収束す

るのは速いことがわかる。これ以外の調和幾何平均・

算術調和平均も収束するのが速いと分かっているので

省略する。 

 

5.2 数値計算によるアプローチ 

算術幾何平均・調和幾何平均・算術調和平均に同じ

初期値を与え各平均の収束を調べる。 

5.2.1 算術幾何平均 

算術平均の初期値を 20=α として、幾何平均の初期

値を 100=β とし、また と与えたとき

となり、図１のようになっ

た。 

1010−=ε
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図１.算術幾何平均の収束 

 

5.2.2 算術調和平均 

算術平均の初期値を 20=α として、調和平均の初

期値を 5=β とし、また と与えたとき

となり、図2になった。 

1010−=ε
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図2.算術調和平均の収束 

5.2.3 調和幾何平均 

算術平均の初期値を 20=α として、調和平均の初

期値を 5=β とし、また と与えたとき
1010−=ε

0.1033 == ba となり、図3になった。 

 
図3.調和幾何平均の収束 

各平均の収束は、数学的アプローチや数値計算から

の両方向から見ても収束するのが速いのがわかった

ので混合平均は一般化平均と同じように使えるだろう。

この混合平均を利用して、AHPやArrowの背理に適用

する。 

 
６ 混合平均を利用したAHP 

 従来のＡＨＰでは、代替案間で評価を行い、一対比

較行列を構成し、ウェイトベクトルを一般化平均（算術

平均・幾何平均・調和平均）などの手法を利用して解い

た。しかし、今回はウェイトベクトルを、混合平均（算術

幾何平均・算術調和平均・幾何調和平均）や第2種混合

平均を利用して算出する。 

6.1 混合平均の利用 

一対比較行列を ( ) }{, ijannA = としたとき算術幾

何平均（混合平均）のアルゴリズムは以下のようにな

る。 

 



 

(  Step 1 ） 
i行に対して算術平均の初期値を 1ia←α として、幾

何平均の初期値を 2ia←β として収束するまで計算

を繰り返す。 

( Step 2 ) 

収束した値をγ とすると γα ← 、そして 3ia←β と

して収束するまで計算を繰り返す。 

( Step 3 ) 

i行の計算が終わったら、 にして( step 1)

に戻る。全ての行のウェイトを求めるまで計算を続

ける。 

1+← ii

 

第2種混合平均においても同様の方法で計算をする。 

 

6.2 混合平均を利用した数値計算例 

一対測定値を とした ,212 =a 4,3 2313 == aa
とき 
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と一対比較行列Ａを構成し、各行を算術幾何平均で計

算をするとウェイトベクトル は上のようになり、主固有

値やC.I.値は表１になった。 

w

 
表１.各平均の主固有値やC.I.値 

  主固有値 C.I.値 

幾何平均 3.10784733 0.053923667 

算術平均 3.108651451 0.054325726 

算術幾何平均 3.156845511 0.078422755 

第二種混合平均 3.108171803 0.054085901 

(4.3)式における第ニ種混合平均の重みは 21 ww =  

 と設定した。 3w=

 

７ 混合平均を利用したArrowの背理 

3つの評価基準から3つの代替案、4つの評価基準か

ら 4つの代替案について、混合平均・第一種混合平

均・第二種混合平均を利用して循環律が成立している

かどうかを調べる。(4.1)式における重みが等しいとき

21 ww = と異なるとき 21 ww ≠ にわけて調べた。異

なるときの重みは 3.01 =w 7.01 =w と設定した。 

  表2．3つの評価基準から3つの代替案の循環律 

4,3 == ts  
3×3 

21 ww =  21 ww ≠  

算術幾何平均 成立 不成立 

算術調和平均 成立 不成立 

調和幾何平均 成立 不成立 

第二種混合平均 成立 不成立 

表3．4つの評価基準から4つの代替案の循環律 

  4,3,2 === uts
4×4 

21 ww =  21 ww ≠  

算術幾何平均 不成立 不成立 

算術調和平均 不成立 不成立 

調和幾何平均 不成立 不成立 

第二種混合平均 不成立 不成立 

 
８ 考察 
混合平均・第一種混合平均・第二種混合平均をAHP

やArrowの背理に適用した。その結果AHPに対しては、

混合平均・第二種混合平均は有効であると考える。し

かし、Arrowの背理は予想していた結果が得られなか

った。混合平均の定義を改善すべきなのか、それとも

混合平均のとりかたを変えるべきなのかなどは、検討

する必要がある。 

 
９ 今後の課題 
今回の混合平均・第一種混合平均・第二種混合平均

は、我々が使っていた平均という概念を実数上ののみ

で説明をしただけである、これを実数から複素数に拡

張し、実数の中の「平均」の概念を複素数に発展させ、

AHPに適用をさせたい。 
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