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１．はじめに 

AHP における完全一対比較行列の論理的

整合性の尺度として Saaty 整合度 CI が存在

する。固有ベクトル法による優先ウェイトベ

クトル推定を前提として、主固有値を用いて

CI値を定義する。しかしながら、固有ベクト

ル法以外の推定法（例えば、幾何平均法、算

術平均法、等々）を採用した場合には、固有

値に基づく CI定義式は使用できない。そこで、

近似的に固有値を計算し、その固有値に基づ

き CI 定義式を適用するアプローチが存在す

る（「近似固有値に基づく CI値」）。 

 主固有値に基づく Saaty 整合度 CI の妥当

性を与える１つの根拠として、それが測定行

列Aと推定行列Xの対角を除く要素毎の倍率

誤差の平均値から１を引いた値（「要素誤差平

均に基づく CI値」）に等しくなるという数学

的事実が存在する。本論文では、主固有ベク

トル法以外の推定法においても、「近似固有値

に基づく CI 値」と「要素誤差平均に基づく

CI値」が等しくなることを証明する。これに

より、近似固有値に基づく CI値は固有ベクト

ル法に対する Saaty 整合度 CI を、固有ベク

トル法以外の推定法に一般化した CI 値定義

式であると言える。 

 

 

 

 

 

２．「近似固有値に基づく CI値」と「要素誤

差平均に基づく CI値」 

 n×n一対比較行列A = {aij} に対し、任意の

推定ウェイトベクトルをxT = (x1,x2,…,xn) と

する。ここで、「推定ウェイトベクトル」とし

たが、単に「ベクトル」としても以下の議論

は同じである。xi / xjを( i , j ) 要素とする行列

X = { xij }をxijが測定値aij に対応した推定値を

示すので、一対比較推定行列と呼ぶ。測定行

列A = { aij }と推定行列X = { xij }の要素毎の比

倍率誤差であるeijは(1)式で表される。 
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eij は一対比較(ｉ,ｊ)についての測定値aijのxij

に対する乗法的な誤差を表現しており、eij = 1 

が「誤差なし」を意味する。 

 ベクトル xが Aの右固有値ならば、｢Ax =

λx｣が成立するが、ここでは、ベクトル x は

固有ベクトルに限定されない任意のベクトル

を想定する。従って、一般的には｢Ax ≠λx｣

である。Ax =λxは式毎には次式となる。 
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しかし、ここでは x は固有ベクトルに限定

されない任意のベクトルを想定しているので、

一般的には(2)式は成立しない。そこで、i = 1,  
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…,nの n本の式毎にλを定めれば、(2)式のか

わりに次式(3)は成立する。 
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そこで、近似固有値λaveをn個のλi ( i = 1,

…,n )の算術平均値として(4)式で定義する。 
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この近似固有値を用いて CI 値を固有ベクト

ル法の時と同様に、以下の(5)式で定義する。 
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また、「要素誤差平均に基づくCI値」CIerror は、

対角要素を除くeij の算術平均値から 1を引い

た値として、以下の(6)式で定義する。 
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ここで、1 を引くのは前にも述べたように、

要素毎倍率誤差eij は「誤差なし」でeij = 1 だ

からである。「1.はじめに」に述べたように、

固有ベクトル法の下では、「CIeigen = CIerror」

が証明されているが、次章に示すように、固

有ベクトル法以外の任意の推定ウェイトベク

トルについても、「CIeigen = CIerror」が成立する。 

 
３．任意ベクトルに対する「CIeigen = CIerror」

の定理 

 定理 1 

対角要素aii = 1 を持つn×n一対比較行列A 

= { aij }において、任意のウェイトベクトルx

に対して、「CIeigen = CIerror」が成立する。但し、

CIeigenは(5)、CIerror は(6)式で定義する。 

〔証明〕CIeigen の定義式(5)に(4)式を代入する。 
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また、(3)式に(1)式を代入すると(8)式を得る。 
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(8)式を(7)式右辺に代入し、総和を i = j と i 

≠j に分けると次式を得る。 
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(Q.E.D.) 
定理1において行列Aについて対角要素aij = 1

を仮定したが、逆比性aij×aji = 1は仮定して

いない。対角要素aij = 1を仮定しない一般的

な行列Aについて、次の定理 2が成立する。 

 
定理 2 

 任意のn×n正方行列A = { aij }において、任

意ベクトルxに対し、要素毎の倍率誤差eij の

平均 eを(10)式で定義すると、 eと(4)式の近
似固有値λave間に(12)式の関係が成立する。 
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〔証明〕λaveの定義式(4)にλiを代入し、(11)

式のeij を用いて整理する。 
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eの定義式(10)を代入すれば、(12)式を得る。 
(Q.E.D.) 

 



近似固有値 (行毎固有値というべきか?) は

x が固有ベクトルの時に固有値となるので、

定理 2は固有値の持つ性質として、「要素誤差

を n倍した値」を主張する。以下に簡単な例

により、この定理 2(と定理１)の主張を説明す

る。 

 
〔例 1〕 
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xA  とする。 

xはAの主固有値λmax = 3 に対応する主固有

ベクトルである。xに基づきAを推定した

X={ xij } (xij = xi / xj)と誤差行列E = { eij }は次

式で与えられる。 
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λ1 = λ2 = λave = 3、e  = 1.5、n = 2なので、
定理 2 の「 aveen λ= 」が成立している。例 1

ではAの対角要素がすべて 1なので、CIeigen = 

(3－2) / (2－1)＝1、CIerror = 2－1 = 1となり、

定理 1の「CIeigen = CIerror」も成立している。 

 
〔例 2〕 
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xA  とする。 

x は固有ベクトルではないが、X と E は次式

で与えられる。 
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λ1 = 5、λ2 = 2、λave = 3.5、e =1.75、n = 2
なので、定理 2の「 aveen λ= 」が成立している。

同様に、CIeigen = (3.5－2) / (2－1)＝1.5、CIerror 

= 2.5－1 = 1.5 となり、定理 1 の「CIeigen = 

CIerror」も成立している。 

 
〔例 3〕逆比性が成立しない例を示す。 
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xA  とする。 

xはAの主固有値λmax = 3 に対応する主固有

ベクトルである。XとEは次式で与えられる。 
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λ1 = λ2 = λave = 3、e  = 1.5、n = 2なので、
定理 2の「 aveen λ= 」が成立している。また、

CIeigen = (3－2) / (2－1)＝1、CIerror = 2－1 = 1

となり、逆比性が成立していなくても定理 1

も成立している。 

 

〔例 4〕  とする。 
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x は固有ベクトルではないが、X と E は次式

で与えられる。 
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λ1 = 2、λ2 = 5、λave = 3.5、e  = 1.75、n = 
2なので、定理 2の「 aveen λ= 」が成立してい

る。同様に、CIeigen = (3.5－2) / (2－1)＝1.5、

CIerror = 2.5－1 = 1.5となり、定理 1の「CIeigen 

= CIerror」も成立している。 

 
〔例 5〕 
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xA  とする。 

xはAの主固有値λmax = 2
173+ に対応する主固



有ベクトルである。XとEは次式で与えられる。 
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λ1 = λ2 = λave = λmax 、 4
173+=e 、n = 2

なので、定理 2の「 aveen λ= 」が成立している。

また、CIeigen = 2
171+− 、CIerror = 12

17 − となり、

Aの対角要素がすべて 1 でないので当然の事

として定理 1は成立しない。 

 
〔例 6〕 
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xA  とする。 

Xと Eは次式で与えられる。 
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λ1 = 3、λ2 = 4、λave = 3.5、e  = 1.75、n = 
2となり、定理 2の「 aveen λ= 」が成立してい

る。CIeigen = 3.5－2＝1.5、CIerror = 2－1 = 1

となり、Aの対角要素がすべて 1 でないので

当然の事として定理 1は成立しない。 

 
４．おわりに 

固有ベクトル法以外のウェイトベクトル推

定法を採用した際に、行毎の近似固有値の算

術平均値を用いた CI 値の定義式が、CI 値が

本来満足すべき要素毎の倍率誤差の算術平均

に基づく CI 値と等価であることを逆比性を

仮定せずに証明した(定理 1)。さらに、この等

価関係を一般化して、任意の正方行列と任意

のベクトルが持つ性質として証明した(定理

2)。さらに、定理 1と定理 2を例題により説

明した。 

不完全一対比較情報下における整合性の議

論に、本研究成果を拡張することなどが、今

後の課題である。 

 
 
付録 

理論シミュレーション実験においても、「近

似固有値に基づく CI値」と「要素誤差平均に

基づく CI値」が等しくなる結果が得られるが、

それを以下に示す。 
W=(5,4,3,2,1)
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図 1. 固有ベクトル法  
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図 2. 算術平均法  
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図 3. 幾何平均法  
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図 4. 調和平均法  


