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１．はじめに 
 近年、コンピュータの処理能力は目覚しく

向上し、従来よりもはるかに複雑な計算が可

能になってきている。本研究では、物理法則

に基づくビリヤードゲームの作成を行う。ボ

ールは２次元平面上を移動するが、球体どう

しの回転を考慮した衝突とアモントン・クー

ロンの摩擦法則考慮し摩擦を加えて物理シミ

ュレーションの作成を試みる。 
 
２．ボール同士の衝突 
本研究ではボール２つの衝突のみを考える。

衝突判定は球の中心座標の距離が球の直径以

下になったときに行うようにしている。球体

同士の衝突は、完全弾性衝突のみを考え、質

量はすべて同じとしているため質量は考えな

い。 
衝突前と衝突後の速度では衝突面に対して、

鉛直方向の成分のみの入れ替えで行われる 2)。 

球 0,1 のそれぞれの速度を V0,V1 とする。

球どうしの衝突面、平面Ｐに鉛直な成分を

V0x,V1x、平行な成分 V0y,V1y とする。完全

弾 性 衝 突 の 場 合 、 衝 突 後 の 速 度 は 、

V0’=[V1x,V0y], V1’=[V0x,V1y]となる。各球

はＸＹ平面上を動くと仮定しているのでＺ軸

方向とＸ軸方向の成分を持っており、その速

度のベクトルと衝突面の座標と各球の中心の

座標を使い、衝突後の速度を求める。 
まず衝突判定時の座標を元にベクトルを求

めていく。 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

図１ 衝突の速度ベクトルの変化 
 
図１のような入れ替えを行うベクトルを求

めるために必要な衝突面に垂直な直線に降ろ

した垂線の座標を求めるために次の式を使用

する。ただし、球０の中心の位置ベクトルを

A
r
、球１の中心の位置ベクトルをB

r
、球 0,1

の中心を結んだベクトルをD
r
、球０の中心の

座標から速度分の座標を戻した点の位置ベク

トルをP
r
とする。 

 
 
 
 
 
 
 
図２ 衝突面と平行なベクトルを求める 
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となる。よって、C
r
の座標が求まるために速

度ベクトルを２つの成分に分解することがで

きる。 
 

３．摩擦 
 床と球との摩擦にはアモントン・クーロン

の摩擦法則を利用する。アモントン・クーロ

ンの摩擦法則とは摩擦力は荷重に比例する

（第１法則）、摩擦力はみかけの接触面積に依

存しない（第２法則）、動摩擦力は滑り速度に

依存しない（第３法則）があり、第１第２法

則から摩擦係数（摩擦力÷荷重）は、荷重に

もみかけの接触面積にも関係せず、摩擦して

いる固体の表面状態とその材料の種類に依存

する。しかし、この法則は実験的に得られた

ものであって、自然現象に普遍的に成立する

法則ではない 1)。 
 
３.１ ヒースコート滑り 
  
 
 
 
 
 

図３ 溝を転がる場合 

 
図３のように半径 Rの球が半径 R′の溝を

転がる場合（例：ボールベアリング）を考え

ていく。そのときの横から見た図(図４)と正

面から見た図(図５)を考える。 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

図４ 横から見た図 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

図５ 正面から見た図 
 
荷重をW とし、直径２Rの球が円形溝を転

がるときの接触楕円の直径が 2a であるとき

に生じる転がり摩擦力 RF は近似的に 
 
 
で求まる。ここで、μは差動滑り（ヒースコ

ート滑り）における摩擦係数である。弾性接
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触でａは
31)(WR に比例する 1)ので(式(6))か

ら 
 
 
と表せる。式(７)での kは比例定数である。

以上のことから、転がり摩擦力は荷重が大き

くなると増加し、球の半径が大きくなると小

さくなることがわる（円形溝の半径R′は関係

しない）1)。 
 
３.２ 球の転がり摩擦の法則性 
転がり摩擦には一般性のある法則が存在し

ないが、その特性としてはいくつか上げられ

る。 
 転がり摩擦力 RF は

mW に比例する（ｍは

1.2 から 2.4 の範囲）。 
 転がり摩擦力 RF は球の半径 Rにほぼ反

比例し変化する。 
 転がり摩擦力 RF は表面粗さの影響を強

く受ける。 

転がり摩擦係数は、金属の場合は
410− あるい

は
310− 程度にになる 1)。 

 
３.３ 平面上における球の転がり 
 球が平面上を転がる場合（円形溝の半径R′
が無限大）を考える。３.１で述べたとおり、

円形の溝の半径 R′は転がり摩擦力に依存し

ないために、無限大にしても摩擦に影響しな

い。この場合でも前の 21 ,, CAC のような接触

部が生じるためヒースコート滑りが適用でき

る。しかし、球が平面上を真っ直ぐ転がらず

にカーブする場合は、また別のタイプの微小

滑りが起こる。 

 

 

 

 

 

図６ 回転によりカーブする球 

 

 

 

 

 

 

図７ カーブ球の接触部分 

 

図６のように曲線Ｃに沿って転がるために

図のような回転モーメントＭが必要である。

このモーメントＭは接触部で生じ、曲線の内

側と外側で反対方向の微小滑りが起こる 1)。 

 

４．球の回転 

球の回転は地面との摩擦を考慮するが、実

際の摩擦を細かく考慮するのは非常に困難な

ため次の手法を考えた。まず、一定以上の速

度の場合は回転を無視して考える。速度が遅

くなってから床との摩擦を考え始める。その

場合、回転軸は進行方向と平行なベクトルを

含まないと考えられる（図８）。球同士が衝突

する際に接触点での回転方向のベクトルを考

えなければならない。そのために回転方向の

ベクトルを床の鉛直方向と水平方向に分け、

回転の衝突の場合では水平方向のベクトルの

みを考える（図９）。鉛直方向のベクトルは速

度に関係する。 
 
 
 
 
 
    ＝進行方向 

図８ 回転軸の方向 
 

水平方向のベクトルを互いの球から測定し、

そのベクトルそれぞれを、３．３で考えた“水

平面との転がり摩擦”を使用する。 
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図９ 接触面のベクトル 
それぞれの球ごとに求めた回転をそれぞれ

反対の球のベクトル方向に加える。水平方向

のベクトルが逆方向なら回転の反対方向に、

同方向なら回転の方向に加える。 
反対方向の回転の場合 

 
 
 
 
 

同方向の場合 
 
 
 
 

図 10 回転ベクトルの加え方 
 
そして、ここで求まった水平方向のベクト

ルを弾性衝突のベクトルにそれぞれを加える

ことで回転方向を考慮できると考えた。 
 
５．実行結果 
 完全弾性衝突と簡易摩擦（本研究では回転

を考慮してからでなければ摩擦は加えられな

いので常に一定値を乗算させる簡易摩擦を使

用した）、および任意の方向に打ち出すことま

でを実装している(図 11(i))。図 11(a)-(h)は、

ビリヤードのしミューレーションの様子であ

り、ポケットに入った球は脇に並べられる。 
 
 

６．まとめ 

 本研究では、ボールの完全弾性衝突と簡易

的な摩擦を考慮したビリヤードを作成した。 

今後の研究としては、回転や転がり摩擦の考

慮、ビリヤードゲームとしてのより使いやす

いインターフェースなどがあげられる。 

 

(a)          (b) 

 

(c)          (d) 

 

(e)            (f) 

 
    (g)            (h) 

 

(i) 

図 11 実行画面 
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