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1. はじめに
AHP(Analytic Hierarchy Process) におけ

る一対比較行列に対する最適ウェイト推定法
に関する研究として，行毎一般化平均法を導
入した統計的シミュレーションにより，最も
真値に近く，かつ整合性を保つウェイトベク
トルを与える推定法は幾何平均法であるとい
う結果が得られた [2]．当該研究においては，
真値ウェイトベクトルと推定ウェイトベクト
ルとのマンハッタン距離を測定することでそ
の近接度合を考えた．本稿ではその補足とし
て，他の距離 (ユークリッド距離・Kullback-
Leibler情報理論的距離・逆Kullback-Leibler
情報理論的距離)を用いて測定される真値ウェ
イトベクトルと推定ウェイトベクトルとの近
接度合について考察する．

2. 前提条件・方法論
2.1.

・
唯
・
一の真値

1つの真値ウェイトベクトルw(∗)が存在す
ると仮定し，その真値ウェイトベクトルに対
応する完全整合性を持つ一対比較行列W =
{wij} (wij = wi(∗)/wj(∗)) の各要素に誤差
(雑音)が付加した一対比較行列A = {aij}が
観測されると仮定する．よって，複数の真値
が存在する場合 (様々な意見が混在する集団を
対象とするなど)や，意思決定に分裂傾向があ
る場合 (1つの考えに落ち着いていないなど)
は本稿の対象外とする．

2.2.
・
完
・
全情報一対比較行列

一対比較行列A = {aij}には欠落要素が存
在しない場合を考える．つまり，不完全情報
一対比較行列は本研究の対象外である．また
当然ながら，同項目間の一対比較値 aii = 1，
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及び逆比性 aij · aji = 1は成立すると仮定す
る．
2.3. 行毎一般化平均ウェイト推定法
一対比較行列 A = {aij} からウェイトベ

クトル w を推定する方法として，行毎一般
化平均法を用いる．n 個の正値データ a =
{a1, a2, · · · , an}が与えられたとき，p次一般
化平均G(p,a)は次式で定義される．

G(p,a) =

(
1
n

n∑
j=1

ap
j

) 1
p

(1)

一対比較行列A = {aij}の第 i行に，この p

次一般化平均を適用して項目 iのウェイト wi

を推定する方法が行毎 p次一般化平均ウェイ
ト推定法である．

wi =

(
1
n

n∑
j=1

ap
ij

) 1
p

(2)

これにより，パラメータ pを広範囲に設定
するすることで，様々なウェイトベクトル推
定法を検証することができる．
2.4. 真値最適性
本稿における「最適なウェイトベクトル推

定法」の 1つとして，真値ウェイトベクトル
w(∗) = {wi(∗)}Tと，任意の推定法”k”による
推定ウェイトベクトルw(k) = {wi(k)}Tとの
間の距離を最小化するものを考える．w(∗)と
w(k)の距離として，本稿では以下の 4つを考
える．
(I) マンハッタン距離

d1

(
w(∗),w(k)

)
:=

n∑
i=1

∣∣wi(∗) − wi(k)
∣∣ (3)
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(II) ユークリッド距離

d2

(
w(∗),w(k)

)
:=

(
n∑

i=1

(
wi(∗)−wi(k)

)2
) 1

2

(4)
(III) Kullback-Leibler情報理論的距離

dKL

(
w(∗),w(k)

)
:=

n∑
i=1

wi(∗) ln

(
wi(∗)
wi(k)

)
(5)

(IV) 逆Kullback-Leibler情報理論的距離

dIKL

(
w(∗),w(k)

)
:=

n∑
i=1

wi(k) ln

(
wi(k)
wi(∗)

)
(6)

2.5. 論理的整合性
もう 1つの「最適なウェイトベクトル推定

法」の定義として，整合度指標CI値を最小化
するものを考える．Saaty氏の考案したCI値
の定義式をさらに一般化したCIeigenを用いる
[5]．

CIeigen =
λave − n

n − 1
(7)

λaveは行毎近似固有値λiの算術平均値であり，
任意の推定ウェイトベクトルを x = {xi}Tと
すると以下のように計算される．

n∑
j=1

aijxj = λixi (i = 1, · · · , n) (8)

λave =

n∑
i=1

λi

n
(9)

これら 2つの最適性を考慮したシミュレーショ
ンを行う．

3. シミュレーション条件・方法

3.1. シミュレーション条件
・一対比較対象の項目数は n = 5とする．

・真値ウェイトベクトル w(∗)のパターン
としては，項目ウェイトが順番に等間隔
大小関係を持つ「昇順」と，すべての項
目ウェイトが等しい場合「全等」を想定
する．即ち，「昇順」の場合は w(∗) =
(1, 2, 3, 4, 5)T，「全等」の場合は w(∗) =
(1, 1, 1, 1, 1)Tである．但し，計算手順内
では w(∗)の各要素は総和が 1になるよ
うに正規化されている．

・完全整合性を持つ一対比較行列 W =
{wij}の各要素毎に誤差 εij を付加して
一対比較行列 A = {aij}を生成するが，
誤差タイプとしては，例えば，加法形誤
差 (aij = wij + εij)や乗法形誤差 (aij =
wij · εij)が存在する．本研究では乗法形
誤差を採用する．

・乗法形誤差 εij は平均値 1を持つ確率分
布に従う確率変数Eの実現値である．確
率変数Eは区間 [1−σ, 1−σ]の一様分布
に従うと仮定する．また，パラメータ σ

を誤差度合と呼ぶ．

3.2. シミュレーション方法

Assume the w(∗)

Construct the pairwise comparison matrix W

Construct the pairwise comparison matrix A

Estimate the each weight vector w(p)

by pth-order row-wise generalized mean

Calculate the distance between w(∗) and w(p)

and calculate CIeigen for w(p)

STEP1

STEP3

STEP2

STEP4

STEP5

図 1. シミュレーションのフローチャート

STEP1 真値ウェイトベクトル w(∗)を仮定
する．

STEP2 真値ウェイトベクトル w(∗) から，
真値整合比較行列W = {wij} (wij =
wi(∗)/wj(∗))を構成する．

STEP3 真値整合比較行列W に対して，要素
毎に適当な分布に従う乗法型誤差 (雑音)
εij を加えて，標本測定行列 A = {aij}
(aij = wij ×εij)を生成する．但し，逆比
性 (aij · aji = 1)は保存する．

STEP4 標本測定行列 Aに行毎 p次一般化
平均

wi(p) =

(
1
n

n∑
j=1

ap
ij

) 1
p

(10)
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を適用し，推定ウェイトベクトルw(p) =
{wi(p)}Tを計算する．

STEP5 仮定した真値ウェイトベクトルw(∗)
と推定ウェイトベクトル w(p) との間
の (I)～(IV)の距離をそれぞれ測定する．
また，近似固有値に基づく整合度尺度
CIeigen(p)を次式で計算する．

CIeigen(p) =
λave − n

n − 1
(11)

さらに，距離を最小化するパラメータ p

とそれに対応するCIeigen毎に振り分けを
行う．

4. シミュレーション結果

シミュレーション結果を図 2～図 9の等高
線図で示す．横軸に p，縦軸に度数，奥行きに
CIeigenをとっている (但し，度数は各 CIeigen

値毎に正規化している)．いずれの場合も，一
般化平均パラメータ pは区間 [−10, +10]，刻
み幅 0.1としている．また，誤差度合 σは区
間 [0.1, 0.9]，刻み幅 0.1とし，各 σに対して
標本数=10000である．奥行き CIeigenの振り
分け区間は，[0,∞)を 13分割し，[0 , 0.01] ,
(0.01 , 0.02] , (0.02 , 0.03] , . . . , (0.09 , 0.1] ,
(0.1 , 0.2] , (0.2 , 0.3] , (0.3,∞)としている．

5. 考察

シミュレーション結果を比較すると，昇順・
全等のいずれの場合でも，どの距離を考えて
もほとんど同じ等高線図が得られた．
昇順の場合，d1と d2，dKLと dIKLが，それ

ぞれ特に似た形状となっているように見える．
dKL及び dIKLのほうが，CIeigenが大きいとき
において p = 0付近の尖度が高く，p = −10
での度数が小さくなっている．
全等の場合，昇順以上に明確な違いは見ら

れないほど似通っている．敢えていうならば，
CIeigenが大きいときにおいて，dKL及び dIKL

のほうがより p = 0付近の尖度が (数%程度だ
が)高くなっている．

6. おわりに

本稿では，真値ウェイトベクトルと推定ウェ
イトベクトルの間に 4つの距離を考え，改め
て距離特性についてシミュレーションした．結

果はどの距離をとっても，昇順の場合は誤差
度合や整合度に関わらず，幾何平均法が最も
真値に近い推定値を与える．全等の場合は，誤
差度合や整合度が小さいとき，つまり項目ウェ
イト間に差がないと予想される場合はどの手
法でもほぼ同じ推定頻度となり，大きくなる
につれて幾何平均法の推定力が高くなる．
よって統計的に考えて，幾何平均法 (もしく

はそれに近似したウェイトベクトルを推定す
る固有ベクトル法)が最適であるといえる．
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図 2. 昇順-d1
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図 3. 昇順-d2
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図 4. 昇順-dKL
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図 5. 昇順-dIKL
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図 6. 全等-d1
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図 7. 全等-d2
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図 8. 全等-dKL
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図 9. 全等-dIKL
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