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１. はじめに 

構造安定問題の解析は、変形後の釣合を扱うた 

め応力と変形の連成（二次応力）を支配方程式に組

み込む必要がある。この増分法による解析には、初

期形状における部材の局所座標を基準にして有限

回転を扱う全ラグランジ法と部材の局所座標を毎回

更新することで有限回転を線形化する更新ラグラン

ジ法がある。米国では 1996 年以降、応力法の有意

性が認識され、全ラグランジ定式化による解析法が

報告されている１）～７）。この解法では、支配方程式を

表す行列は釣合式と変形の適合式を結合すること

により正方行列としている（求める未知力が増える）

ので、応力法の利点８）が失われる。また、応力法の

有意性である応力と変形に関する独立成分の分析

例が明示されていない。 

本報告では、軸方向力と曲げ変形および部材回

転との連成を構成式に組み組み込んだ更新ラグラ

ンジ定式化（刻々位置変化する部材の局所座標を

逐次更新する）による平面骨組の幾何学的非線形

解析法９）の数値検証例を示す。 

 

2. 基本関係式９）の概要 

2.1 座標と主な仮定 全体座標と局所座標は右手系 

に設定する。主な仮定は、以下の通りである。 

１）曲げによる伸縮は考慮しない。 

２）解析は無応力状態(0)から始めて、既知の状態(t) 

（基準状態と呼称する）に至ったとする。基準状態

(t)から状態(t+ t )の増分間における基本関係式

は，微小な増分間での線形化を仮定する。増分表

示はΔ付の記号で表す。行列の転置は Tで表す。 

2.2 軸方向力と曲げ変形の連成（Pδ 効果）および 

軸方向力と部材回転の連成（PΔ 効果） 

図 1 に示すように基準状態における部材 (p)の材端 

 

 

 

 

 

の相対たわみ角を p)(N, （記号 N：材端 A,B）で表す。

材端曲げモーメントは P)(N,m 、軸方向力は (P)n （引 

張力を正）で表す。また、図 2 に示すように増分間 

（t～t+ t ）の部材回転 (p)r により軸方向力 (P)n  

の方向が変化する。材軸に直交する
2y 方向の相

対変位を (p)
2 として、二次応力を (p)

2n とする

と次の関係がある。 
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基準状態の軸方向力 (P)n が零のときは部材回

転との連成が起こらないから、このとき相対変位

(p)
2 は他部材との従属関係により生じる。 

 部材 (p)の構成式は式(2)の記号で表す。 
 

P)(N,(p)P)(N, στ H           (2) 
 

 ここに、 (p)H は部材(p)の柔製行列である。 

T],[ (P)(P),
2

P),(B,P)(A,P)(N,   τ (3-1) 

T]nnmm[ (P )(P )
2

P)(B,P )(A, ,,,P)(N,  σ (3-2)  
 

  
  図１ 軸方向力と曲げ変形の連成（基準状態） 
 

 

図２ 軸方向力と部材回転の連成（基準状態） 
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2.3 系全体の構成式 

式(２)は部材全体に亘ってまとめ(４)式で表

す。 

στ H               (4) 
 

 ここに、 
T],,[ (N,2)(N,1) τττ        (5-1) 

    
T],,[ (N,2)(N,1)            (5-2) 

 

H は柔性行列 (p)H (式(2))を対角項に並べた行

列である。 
 

2.4. 系全体の力の釣合式 

 P)(N,σ （式(3-2)）の各成分を全体座標系で表

したベクトルを P)(N,m とする。 
 

T
, ]mm[ P)(B,P ),(A,P ),(B,P )(A,P )(N, nnm   (6) 

 

P)(N,m と P)(N,σ の関係は部材の方向余弦ベ

クトルで作る行列を (p)B とし次式で表す。 
 

P)(N,P)(N, (p) σBm            (7) 
 

次に、式(７)を系全体にまとめて次式で表す。 
 

σm σB    Q                (8) 
 

ここに、 m は節点(N)における外力のモーメ

ント (N)m および外力ベクトル (N)n を節点番号

順に並べたベクトルである。 
 

T],,m,,m[ (2)(2)(1)(1) nnm    (9) 
 

Qは部材と節点の接続関係を表す行列である。

Bは行列 (p)B を対角項に並べた行列である。 
  

2.5. 系全体の幾何学的関係式 

部材 (p)の材端（ BA,N  ）の増分節点角を

,θ p)(N, および増分節点変位ベクトルを p)(N,u

として、これらをまとめて p)(N, で表す。 p)(N,

と増分相対変位ベクトル P)(N,τ （式(3-1)）の関

係は、次式で表せる。 
 

P)(N,
T

(p)P)(N, θBτ           (10) 
 

 式(10)において、 

T][ p)(B,p),(A,p),(B,p),(A,p)(N, θθ uu   (11) 
 

式(10)を系全体にまとめと次式で表せる。 
 

   TT)( Bτ Q         (12) 
 

 ここに、  は節点(N)の節点角 (N) と節点変位

ベクトル N)(u を節点番号順に並べたベクトルであ

る。 
T],,,[ 2),(2)1)(1) (( uu     (13) 

 

３．応力法の解法手順 

系全体の基本関係式（式(4),式(8), 式(12)） 

において、応力増分 σ と変形増分 τ の未知量 

はｍ個、変位  の未知量はｎ個とすると、H は 

(m×ｍ)の行列、は(ｎ×ｍ)の行列である。 

応力法の解式は、図３に示すフローチヤャート 

のようになる。


 はのムーア・ペンローズ 

一般逆行列、 mI  は(m×ｍ)の単位行列、 β は 

(ｍ×１)の任意ベクトルである。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

図 3 応力法の解法手順 

 

１）荷重増分 m を与えて応力増分 σ （式(14)） 

の特解 m （骨組を剛体とした解）を求める。 

２） σ の余解項の係数行列 )( m I の独立 

な r 個の列ベクトルで作る(m×r)の行列Gをグラ 

ムシュミット法により求める。 

係数行列 )( m I のランクｒ（不静定次数） 

は式(19)より求まる。 
 

 ｒ＝ )trace( m I （対角成分の総和 (19) 
 

３）柔性行列H を作成し、(ｒ×ｒ)の適合行列 

（対称行列）C（式(17)）を計算する。 

４）変形の適合条件について、応力の特解を剛性 

条件により再配分する β （式(16)）を解く。 

応力の一般解 σ  

βGmσ         （14） 

 G： )( m I の独立な列ベクトル(自己釣 

合系の応力モード)で作る(m×ｒ)の行列 

   変形の適合条件式（（補）仮想仕事式） 

   0HGG σ   TT       (15) 

上式と式(26)より 

)(T
mHGβC           (16) 

ここに、 HGGC
T          (17) 

節点角・節点変位の特解   

    
TT

)) ((     τ σH   (18) 

ここに、変位の余解は τ （与える荷重 m ）に 

無関係な解であるから省略している。 
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ａ）適合行列Cが非特異のとき 
 

)(T1
mHGCβ           (20) 

 

ｂ）適合行列Cが特異のとき 

β の特解を
P

β 、余解を
C

β で表す。 

CP
βββ            (21) 

上式において、 

)(TP
mHGCβ          (22) 

 C
β αCCI   )( q              (23) 

 
ここに、 qI は(ｑ×ｑ)の単位行列である。 α

は(ｑ×１)の任意のベクトルである。このように

特異点では応力（特解 m ）を剛性条件によ

り再配分する β が一意に決定できないので座

屈現象が明快となる。 

５）応力増分 σ と変形増分 τ および節点角・

変位増分  を求める。 

ａ）適合行列Cが非特異のとき 

式(20)を式(14)に代入してまとめると、 

)T1-

m
mHGGCI )(-(σ         (24) 

 また構成式（式(４)）より 

   )T1-

m
mHGGCI )(-H(       (25) 

次に、 τ を式(18)に代入して  を求める 

ｂ）適合行列Cが特異のとき 

特異点後の荷重変位関係を分析する必要があ 

る場合は中立安定状態（ m  0 ）における応 

力場、すなわち変形の適合行列（剛性条件）C  

に依存する自己釣合系の応力モード（
C~σ ）を 

与えて対応する変位場に移行する。
C~σ は

C
β  

（式(23)）を β （式(14)）に代入すると、 
 

αCCIGσ   )( q
C~

      (26) 

αCCIHG   )(~
q

C          (27) 

 また、
P

β (式(22))を β に代入してまとめると 

)T

m
mHGGCI )(-(σ     (28) 

P
β による変形 τ は、 

)T

m
mHGGCIH )(-(     (29) 

５）新たな応力ベクトル )tt(  と節点の位置ベ

クトル )tt( x は次式(30-1,2)より求める。 
 

σσσ   )t()tt(         (30-1) 
 

u  )t()tt( xx       (30-2) 
 

 ここに、 u は節点変位ベクトルであり、式(13)

に示してあるように式 (18)から求まる  の成分

(1),u (2),u である。また、材長 )tt(  を求

め直して部材の方向余弦ベクトルを計算し、全荷

重 )tt( m との不釣合力p を求める。 

特異点では
C~ （式(26)）の α に微小な値を

与え、式(30-1)の σ に加える。同様に、
C~ （式

(28)）を τ (式(18))に代入して得られる節点角・

節点変位  の成分である
C~u を節点の位置ベ

クトル x（式(30-2)）に加える。このように式(24)

の 0)det( C を解消して、次の増分ステップに

移行する。系全体の安定条件は式(31)で表す。 
 

στ  T
＞0             (31) 

  

９）増分間の収斂計算 

収斂計算は不釣合力p のノルムの平均（Er）が
3

10


以下となるまで１）～5）を繰り返す。 

  Er＝
3

10
N


p

（ N ：変位成分総数）（32） 

 

４. 数値検証例 

4.1 軸変形を無視するエラスチカ問題(図４) 

 中心圧縮力を受ける片持柱のエラスチカ問題に 

ついて、チモシェンコの理論解と比較検討した。 

部材は４分割とした。部材の回転角と曲率は微小回 

転の式であり、軸剛性有無の影響を分析した。 

なお、単純特異点（式(17)の適合行列Cのランク

１）における
C

β (式(23)) の係数  は、頂点 の

水平変位が材長 (p) の 1/1000 になるように指定した。 

図５は鉛直方向の荷重変位曲線を、図６は水平

方向の荷重変位曲線である。同図中の○印は軸変

形を無視して有限回転を 

考慮する理論解である。 

図５の太実線で示す軸 

剛性を無視する結果は理 

論解によく一致している。  

図６の太実線と破線で 

示す解析結果は微小回転 

の式であるため大変形領域   図４ エラスチカ問題 

 B

 A

Ay
Ax

P
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で若干の差異が生じている。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

図５ 鉛直方向の荷重変位曲線 

 

 

 

 

 

 

  

 

 

図６ 水平方向の荷重変位曲線 
 

 

 

 

 

 

 

 

      図７ F.W.williamsの実験モデル 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

図８ 荷重変位曲線 

4.2 扁平な屋根面に対する実験モデル（図７） 

応力解の性質を調べること目的として、F.W.w- 

illiams 実験モデルを解析した。比較解は変位法

（本基本関係式を組み合わせ変位を解く）で、荷

重増分ステップは 35 とした。図８は頂点の荷重

変位曲線で、実験結果を△印、応力法の解析結果

を太実線、変位法の解析結果を細線で示している。 
 

５. まとめ 

以上、応力法について次の知見を得た。 

（１）軸変形を無視（軸剛性を無限大と）する「エ

ラスチカ問題」で示したように、鉛直方向変位は

理論解に一致する。また、軸変形を考慮した解析

では必然的に鉛直変位が増大する。 

（２）このように部材変形  と節点角・節点変

位成分  の性質を分析することができる。これ

は変位法には無い、応力法の有意性の一つである。 

（３）幾何学的非線性が顕著な「扁平な屋根面に 

対する F.W.williams 実験モデル」で示したよう 

に、応力法は変位法に比べ安定した解を得る。 
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△ F.W.Wiliiams の実験結果
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